
 

ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΟ ΕΚΠΑΙΔΕΥΤΙΚΟ ΙΔΡΥΜΑ ΣΕΡΡΩΝ 

ΣΧΟΛΗ ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΩΝ ΕΦΑΡΜΟΓΩΝ 

ΤΜΗΜΑ ΠΛΗΡΟΦΟΡΙΚΗΣ &ΕΠΙΚΟΙΝΩΝΙΩΝ 

 

  

 

ΠΠοολλυυππλλοοκκόόττηητταα  ααλλγγοορρίίθθμμωωνν  πποολλυυωωννυυμμιικκήήςς  

ππααρρεεμμββοολλήήςς  σσυυννάάρρττηησσηηςς  μμιιααςς  μμεεττααββλληηττήήςς    

  

ΠΠττυυχχιιαακκήή  εερργγαασσίίαα  ττοουυ  

ΛΛυυππίίττκκαα  ΔΔηημμηηττρρίίοουυ  ΑΑ..ΕΕ..ΜΜ  22009977  

  

ΕΕππιιββλλέέππωωνν::  ΒΒααρρσσάάμμηηςς  ΔΔηημμήήττρριιοοςς  ΚΚααθθηηγγηηττήήςς  εεφφααρρμμοογγώώνν  

 

 

ΣΣέέρρρρεεςς,,  ΝΝοοέέμμββρριιοοςς  22001111



 2 

Πίνακας περιεχομένων  

Κεφάλαιο 1o Πολυωνυμική Παρεμβολή ....................................................... 5 

1.1 Εισαγωγή .......................................................................................................... 5 

1.2 Παρεμβολή τύπου Lagrange ...................................................................... 9 

1.3 Πολυώνυμο παρεμβολής Newton με διηρημένες διαφορές ........... 11 

1.4 Παρεμβολή με πολυώνυμο Taylor ........................................................... 15 

1.5 Πολυώνυμο παρεμβολής Hermite .......................................................... 16 

Κεφάλαιο 2ο Αλγόριθμοι και Πολυπλοκότητα .......................................... 18 

2.1 Αλγόριθμοι ..................................................................................................... 18 

2.2 Πολυπλοκότητα ............................................................................................ 19 

2.3 Η αρχή του αναλλοίωτου ........................................................................... 20 

2.4 Ασυμπτωτικός συμβολισμός .................................................................... 21 

2.4.1 Ασυμπτωτικός συμβολισμός Θ ........................................................ 21 

2.4.2 Ασυμπτωτικός συμβολισμός Ο ........................................................ 22 

2.4.3 Ασυμπτωτικός συμβολισμός Ω ........................................................ 23 

Κεφάλαιο 3ο Ανάλυση αλγορίθμων πολυωνυμικής παρεμβολής ......... 24 

3.1 Εισαγωγή ........................................................................................................ 24 

3.2 Ανάλυση αλγορίθμου Lagrange ............................................................ 25 

3.2.1 Ανάλυση Επαναλήψεων ..................................................................... 26 

3.2.2 Ανάλυση Πράξεων ............................................................................... 29 

3.2.1 Χρονική ανάλυση ................................................................................. 32 

3.3 Ανάλυση αλγορίθμου Newton ................................................................ 38 

3.3.1 Ανάλυση Επαναλήψεων ..................................................................... 38 

3.3.2 Ανάλυση Πράξεων ............................................................................... 40 

3.3.3 Χρονική ανάλυση ................................................................................. 43 

3.4 Συγκεντρωτικά αποτελέσματα ................................................................... 49 

3.5 Τελικά συμπεράσματα ................................................................................. 54 

Βιβλιογραφία ............................................................................................... 55 

Παραρτήματα ............................................................................................... 56 

Παράρτημα Α΄ ..................................................................................................... 56 

Παράρτημα Β΄ ...................................................................................................... 57 



 3 

Ευχαριστίες   

Στην εκπόνηση της παρούσας Πτυχιακής Εργασίας, θα ήθελα 

αρχικά να ευχαριστήσω τον επιβλέποντα καθηγητή μου, τον Καθηγητή 

Εφαρμογών κ. Δ. Βαρσάμη, τόσο για την καθοδήγηση του σε όλα τα 

στάδια της εργασίας μου, όσο και για την παρότρυνση του σε κρίσιμα 

σημεία αυτής. Τον ευχαριστώ επίσης, για τις σημαντικότατες 

παρατηρήσεις, τα σχόλια αλλά και την συμβολή του στη διόρθωση του 

τελικού κειμένου. 

Τέλος, θα ήθελα να ευχαριστήσω την οικογένεια μου για την 

αμέριστη συμπαράστασή της κατά τη διάρκεια της συγγραφής της 

εργασίας μου. Επιπλέον, θα ήθελα να ευχαριστήσω όλους εκείνους, οι 

οποίοι με βοήθησαν ο καθένας με τον τρόπο του να ολοκληρωθεί η 

παρούσα εργασία. 



 4 

Εισαγωγή 

Το βιβλίο αυτό, αποτελεί πτυχιακή εργασία του τμήματος 

Πληροφορική και Επικοινωνιών του Α.Τ.Ε.Ι Σερρών, με θέμα  

Πολυπλοκότητα αλγορίθμων πολυωνυμικής παρεμβολής συνάρτησης 

μίας μεταβλητής. 

Στην εργασία αυτή, ζητείται να μελετηθεί η πολυπλοκότητα των 

αλγορίθμων πολυονυμικής παρεμβολής, αλλά και να υλοποιηθούν σε 

κάποια γλώσσα προγραμματισμού (Matlab). 

Στο 1ο κεφάλαιο του βιβλίου αυτού, δίνονται βασικά στοιχεία για 

την πολυωνυμική παρεμβολή καθώς και κάποια παραδείγματα για την 

κατανόηση των μεθόδων. Στο 2ο κεφάλαιο, δίνονται κάποιες βασικές 

έννοιες των αλγορίθμων αλλά και της πολυπλοκότητας που τους 

εκφράζει και τέλος στο 3ο κεφάλαιο, δίνεται η ανάλυση των αλγορίθμων 

πολυωνυμικής παρεμβολής, σε ανάλυση επαναλήψεων, ανάλυση 

πράξεων και χρονική ανάλυση. 

Στο τέλος του βιβλίου αυτού, παρουσιάζονται τα παραρτήματα Α΄ 

και Β΄ τα οποία περιγράφουν τον κώδικα των αλγορίθμων .      
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Κεφάλαιο 1o Πολυωνυμική Παρεμβολή 

1.1 Εισαγωγή 

Παρεμβολή, γενικά, σημαίνει προσαρμογή κάποιας συνάρτησης 

σε δεδομένα , έτσι ώστε η συνάρτηση να έχεις τις ίδιες ακριβώς τιμές με 

τις τιμές των δεδομένων. Γενικά, το πιο απλό πρόβλημα παρεμβολής σε 

συστήματα μιας διάστασης, μπορεί να διατυπωθεί ως εξής: 

Για γνωστά σημεία n,1,2,3,i),f,(x ii   με n321 xxxx    

θέλουμε να υπολογίσουμε μία συνάρτηση y(x)έτσι ώστε: 

n1,2,...,i,f)y(x ii   (1.1) 

και θα ονομάζουμε την y(x),παρεμβολική συνάρτηση για τα δοθέντα 

σημεία. 

Σε προβλήματα τα οποία είναι ποιο σύνθετα και ζητάμε να λυθούν 

με παρεμβολή,  μπορεί να μας δοθούν και κάποια έξτρα δεδομένα, 

όπως η κλίση της παρεμβολικής συνάρτησης σε δεδομένα σημεία ή 

μπορεί να προστεθούν επιπλέον συνθήκες στην παρεμβολική 

συνάρτηση όπως η μονοτονία , η κυρτότητα και άλλα. Επίσης, 

μπορούμε να μελετήσουμε το πρόβλημα της παρεμβολής σε 

περισσότερες από μία διαστάσεις ,όπου σε εκείνη την περίπτωση η 

συνάρτηση έχει περισσότερες από μία μεταβλητές. Εμείς θα 

επικεντρωθούμε σε παρεμβολικές συναρτήσεις μιας μεταβλητής.  

 



 6 

Οι σκοποί της παρεμβολής  

Προβλήματα παρεμβολής προκύπτουν από διαφορετικές πηγές 

και μπορούν να έχουν διάφορους σκοπούς. Μερικοί από αυτούς είναι: 

 Σχεδιασμός μιας λείας καμπύλης δια μέσου διακεκριμένων 

σημείων. 

 Γρήγορος και εύκολος υπολογισμός για μια μαθηματική 

συνάρτηση. 

 Αντικατάσταση μιας “δύσκολης” συνάρτησης με μια “εύκολη”. 

 Ανάγνωση μεταξύ των γραμμών ενός πίνακα. 

 Διαφόριση ή ολοκλήρωση δεδομένων ενός πίνακα.  

Η επιλογή της παρεμβολικής συνάρτησης 

Είναι ίσως από τα σημαντικότερα πράγματα να ισχυριστούμε, 

πως στα περισσότερα προβλήματα παρεμβολής υπάρχει αυθαιρεσία 

ως προς την επιλογή της συνάρτησης. Υπάρχουν δε, πολλές 

συναρτήσεις, οι οποίες μπορούν να παρεμβάλλουν ένα σύνολο 

δεδομένων . Η επιλογή της παρεμβολικής συνάρτησης όμως, πολλές 

φορές εξαρτάται από την απάντηση σε ερωτήματα όπως: 

 Τι τύπο θα θέλαμε να έχει η συνάρτηση ; 

 Πώς συμπεριφέρεται η συνάρτηση μεταξύ των σημείων του 

πίνακα; 

 Θέλουμε η συνάρτηση να έχει ιδιότητες των δεδομένων όπως  

μονοτονία , κυρτότητα , περιοδικότητα; 

 Αν η συνάρτηση και τα δεδομένα σχεδιαστούν θα είναι το 

αποτέλεσμα οπτικά ευχάριστο; 

 Ενδιαφερόμαστε, κυρίως, για τις τιμές των παραμέτρων που 

ορίζουν την παρεμβολική συνάρτηση , ή απλά για τον 

υπολογισμό της σε διάφορα σημεία για τον σχεδιασμό ή άλλους 

σκοπούς; 

Επιπρόσθετα, η επιλογή μιας παρεμβολικής συνάρτησης βασίζεται 

κυρίως στα παρακάτω κριτήρια: 

 Τον υπολογισμό των παραμέτρων από τα δεδομένα. 
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 Τον υπολογισμό της τιμής της συνάρτησης σε κάποιο δοθέν 

σημείο. 

 Στην παραγώγιση – ολοκλήρωση της συνάρτησης. 

 Τέλος, οι πιο βασικές οικογένειες συναρτήσεων οι οποίες συνήθως 

χρησιμοποιούνται για την παρεμβολή είναι: 

 Αλγεβρικά πολυώνυμα. 

 Τμηματικά πολυώνυμα 

 Τριγωνομετρικές συναρτήσεις  

 Εκθετικές συναρτήσεις 

 Ρητές συναρτήσεις. 

Εμείς θα επικεντρωθούμε στα αλγεβρικά πολυώνυμα, ή αλλιώς 

πολυωνυμική παρεμβολή. Η οικογένεια των συναρτήσεων που 

επιλέγεται για να παρεμβάλλουμε ένα σύνολο δεδομένων, παράγεται 

από το σύνολο (x)φ(x),...,φ(x),φ n21  των βασικών συναρτήσεων. Η 

παρεμβολική συνάρτηση y(x) ορίζεται σαν ένας γραμμικός 

συνδυασμός των συναρτήσεων βάσης όπως φαίνεται παρακάτω: 





n

1j

jj (x)φay(x)  (1.2) 

 όπου οι παράμετροι αj πρέπει να υπολογιστούν. Η απαίτηση ότι η 

y(x)θα παρεμβάλει τα δεδομένα n,1,2,3,i),f,(x ii   , σημαίνει ότι θα 

ισχύουν τα εξής: 





n

1j

iijji n1,2,3,...,i,f)(xφa)y(x  (1.3) 

οι οποίες ορίζουν ένα σύστημα γραμμικών εξισώσεων Μα=f , όπου τα 

στοιχεία του πίνακα Μ ορίζονται από τις σχέσεις : 

n1,2,...,ji,),φ(xm iij  . 

Μια από της πιο χρήσιμες και γνωστές συναρτήσεις που απεικονίζουν 

το σύνολο των πραγματικών αριθμών, είναι η ομάδα των αλγεβρικών 

πολυωνύμων , δηλαδή το σύνολο των συναρτήσεων της μορφής : 

01
1k

1k
k

kk axa...xaxa(x)P  

  (1.4) 
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όπου κ είναι μη αρνητικός ακέραιος και k10 a,,a,a  πραγματικές 

σταθερές. Οι συναρτήσεις αυτές, προσεγγίζουν ομοιόμορφα συνεχείς 

συναρτήσεις ,δηλαδή για κάθε  βa,Cf  , υπάρχει πολυώνυμο το οποίο 

προσεγγίζει όσο θέλουμε την f(x).  

Το θεώρημα Weierstrass 

Αν  βa,Cf  και ε>0, τότε υπάρχει ένα πολυώνυμο P(x), ορισμένο 

στο  βa,  , έτσι ώστε: 

εP(x)f(x)  , για κάθε  βα,x . 

Το θεώρημα Weierstrass είναι πολύ σημαντικό από θεωρητικής άποψης, 

αλλά δεν μπορεί να χρησιμοποιηθεί αποτελεσματικά για υπολογιστικούς 

σκοπούς . Ο υπολογισμός των συντελεστών του πολυωνύμου, με βάση 

τις γνωστές παρεμβολικές συνθήκες, οδηγεί στην λύση ενός γραμμικού 

συστήματος του οποίου, ο πίνακας των συντελεστών είναι ο γνωστός 

πίνακας Vander monde. Η ορίζουσα του πίνακα αυτού, είναι διάφορος 

του μηδενός, όταν τα σημεία παρεμβολής είναι διακεκριμένα. Η επίλυση 

του γραμμικού συστήματος, αλλά και η κατασκευή του παρεμβολικού 

πολυωνύμου με κλασικό τρόπο, δεν αποτελεί την καλύτερη 

αντιμετώπιση του προβλήματος. Στη συνέχεια, ακολουθούν τύποι 

παρεμβολικών πολυωνύμων, που υπολογίζονται πιο εύκολα, όπως είναι 

η παρεμβολή με το πολυώνυμο Taylor, η παρεμβολή τύπου Hermite, 

αλλά εμείς θα επικεντρωθούμε περισσότερο στην παρεμβολή τύπου 

Lagrange και στην παρεμβολή Newton με διηρημένες διαφορές, όπου 

θα αναλυθούν και αλγοριθμικά στα επόμενα κεφάλαια. 
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1.2 Παρεμβολή τύπου Lagrange 

Εισαγωγή 

Εύκολα μπορούμε να συμπεράνουμε πως είναι πιο απλό και 

πρακτικό, να υπολογίσουμε τιμές της f(x) σε διάφορα σημεία του πεδίου 

ορισμού της, από το να υπολογίζουμε τιμές της f(x) και των 

παραγώγων, διαφόρων τάξεων σε ένα σημείο. 

Η μέθοδος αυτή λοιπόν, αναζητά την κατασκευή ενός 

πολυωνύμου παρεμβολής (x)Pk  βαθμού κ , που θα παρεμβάλλει την 

f(x), στα κ+1 διαφορετικά σημεία του πεδίου ορισμού της k10 x,,x,x   

δηλαδή να ισχύει : 

k,0,1,i,f)f(x)(xP iiik   (1.5) 

Πράγματι, υπάρχει ένα και μόνον ένα πολυώνυμο βαθμού ≤ κ, που 

πληροί τις παραπάνω συνθήκες παρεμβολής . 

 Το πολυώνυμο παρεμβολής Lagrange βαθμού κ που πληροί τις 

παραπάνω συνθήκες, βασίζεται σε ένα σύνολο βασικών πολυωνύμων 

k,0,1,i(x),L i     , το καθένα βαθμού κ τα οποία πληρούν τις σχέσεις: 










ji0,

ji1,
)(xL ji  (1.6) 

Ακόμα, είναι εύκολα να διαπιστώσουμε ότι τα πολυώνυμα της μορφής : 

















k

ij
0j ji

j

k)i1ii1ii1i0i

k1i1i10
i

)x(x

)x(x

x(x)x)(xx(x)x)(xx(x

)x(x)x)(xx(x)x)(xx(x
(x)L




 (1.7) 

είναι βαθμού κ και πληρούν τις σχέσεις (1.5),(1.6) και τότε το 

πολυώνυμο:  





k

0i

ii
L
K (x)fL(x)P  (1.8) 

είναι βαθμού κ , και είναι πολυώνυμο παρεμβολής γιατί:  

iikkiiii11i00i
L
K f)(xLf)(xLf)(xLf)(xLf)(xP    (1.9) 

για κάθε k,0,1,i  . 
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Η παραπάνω εξίσωση, εκφράζει τον τύπο Lagrange για το πολυώνυμο 

παρεμβολής και γράφεται στη γενική μορφή : 



 




k

ii
0j ji

j
k

0i

i
L
K

)x(x

)x(x
f(x)P  

(1.10) 

Αξίζει να σημειώσουμε ότι, γενικά στην πολυωνυμική παρεμβολή ,όταν 

έχω n σημεία, τότε το πολυώνυμο παρεμβολής που θα προκύψει, θα 

είναι  το πολύ 1n  βαθμού. Tέλος, για το σφάλμα της παρεμβολής 

Lagrange ισχύει το παρακάτω θεώρημα: 

Σφάλμα παρεμβολής Lagrange 

Έστω, ότι η  βα,Cf 1k  και k10 x,,x,x  1)(k διακεκριμένα σημεία 

του διαστήματος  βα, . Τότε υπάρχει αριθμός ξ(x) στο (α,β) έτσι ώστε : 

 









k

0i

i

1)(k
L
K )x(x

1)!(k

ξ(x)f
(x)Pf(x)  (1.11) 

για κάθε  βα,x  , όπου (x)PL
K  είναι το πολυώνυμο παρεμβολής 

Lagrange.  

Παράδειγμα 1.1  

Έστω η συνάρτηση 
1x

1
f(x)


  με 1x   και τα σημεία 3x1,x0,x 210  . 

Να βρεθεί, το πολυώνυμο Lagrange που παρεμβάλλει την συνάρτηση 

στα παραπάνω σημεία. 

Πρώτα, υπολογίζουμε τα (x)L(x),L(x),L 210 : 

3)4x(x
3

1

3)1)(0(0

3)1)(x(x

)x)(xx(x

)x)(xx(x
L 2

2010

21
0 









  (1.1.1) 

3x)(x
2

1

3)0)(1(1

3)0)(x(x

)x)(xx(x

)x)(xx(x
L 2

2101

20
1 









  (1.1.2) 

x)(x
6

1

1)0)(3(3

1)0)(x(x

)x)(xx(x

)x)(xx(x
L 2

1202

10
2 









  (1.1.3) 

Επίσης, θα πρέπει να έχουμε υπολογίσει και τις τιμές )f(x),f(x),f(x 210  

που είναι :
4

1
f(3),

2

1
f(1)1,f(0)    αντίστοιχα. 
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Άρα, σύμφωνα με τις σχέσεις (1.8) &(1.9) θα έχουμε: 

 
































x(x
6

1

4

1

3x)(x
2

1

2

1
3)4x(x

3

1
1(x)Lf(x)P

2

2
2

0n

2
nn

L
2

 (1.1.4) 

κάνοντας τις πράξεις, καταλήγουμε ότι το ζητούμενο πολυώνυμο είναι: 

1x
8

5
x

8

1
(x)P 2L

2   ή 8)5x(x
8

1 2   (1.1.5) 

1.3 Πολυώνυμο παρεμβολής Newton με διηρημένες διαφορές 

Εισαγωγή 

Πολλές φορές όταν επιλύουμε διαφορικές εξισώσεις, συνεχώς 

πηγαίνουμε από την παρεμβολή σε ένα σύνολο τιμών στην παρεμβολή 

σε ένα άλλο σύνολο τιμών, που προκύπτει διαγράφοντας ή 

προσθέτοντας ένα σημείο παρεμβολής ή και τα δύο μαζί. Από τον 

τρόπο κατασκευής του πολυωνύμου παρεμβολής Lagrange είναι 

φανερό ότι, κάθε φορά που το σύνολο των σημείων παρεμβολής 

μεταβάλλεται, ο τύπος του Lagrange πρέπει να υπολογιστεί από την 

αρχή . Μπορούμε όμως,  να έχουμε οικονομία αλλά και να μειώσουμε 

το υπολογιστικό κόστος αν κατασκευάσουμε ένα πολυώνυμο 

παρεμβολής που θα λάβουμε υπ’ όψιν , ότι οι περισσότερες τιμές 

παραμένουν ίδιες. Ένα τέτοιο απλό παράδειγμα αυτής της δυνατότητας, 

είναι το πολυώνυμο Taylor. Για παράδειγμα, αν θέλουμε να πάμε από 

την παρεμβολή των τιμών: 

)(xf,),(xf),f(x 0
(k)

0
(1)

0   

στην παρεμβολή των τιμών: 

)(xf),(xf,),(xf),f(x 0
1)(k

0
(k)

0
(1)

0
          

έχουμε την σχέση: 

  1k
0

1)(k

k1)(k )x(x
1)!(k

ξ(x)f
(x)T(x)T 



 


  (1.12) 



 12 

που θα περιγράψουμε εκτενέστερα στην παρεμβολή με το πολυώνυμο 

Taylor. 

Η κατασκευή του Πολυωνύμου Newton 

Υποθέτουμε ότι, γνωρίζουμε το πολυώνυμο παρεμβολής (x)Pk  

βαθμού κ που παρεμβάλει τη συνάρτηση f(x) στα σημεία k10 x,,x,x  . 

Τότε, το πολυώνυμο παρεμβολής  (x)P 1k  βαθμού κ+1 που παρεμβάλει 

την f(x) στα σημεία 1kk10 x,x,,x,x   θα απαιτήσουμε να πληροί την 

σχέση: 

(x)R(x)P(x)P 1kk1k    (1.13) 

όπου (x)R 1k πρέπει να είναι βαθμού κ+1, και να αποτελεί κατά κάποιο 

τρόπο μία διόρθωση του γνωστού πολυωνύμου (x)Pk . Επιπλέον, ο 

τύπος του πολυωνύμου (x)R 1k  πρέπει να είναι τέτοιος που να πληροί τις 

συνθήκες παρεμβολής στα πρώτα κ+1 σημεία 1kk10 x,x,,x,x  . Το 

πολυώνυμο της μορφής :  

)x(x)x)(xx(xα(x)R k101k1k     (1.14) 

όπου 1kα   κατάλληλος συντελεστής, που  ικανοποιεί τις συνθήκες 

παρεμβολής στα πρώτα κ+1 σημεία διότι:  

k,0,1,i,f)(xR)(xP)(xP ii1kiki1k    (1.15) 

και είναι βαθμού κ+1 . Η συνθήκη παρεμβολής στο σημείο 1kx   απαιτεί 

να ισχύει:  

   

 

 





















k

0j

j1k

1kk1k
1κ

k

0j

j1k1k1kk1k1k1k

xx

)(xPf
α

ή

)x(xαxPfxP

 
(1.16) 

το 1kα   είναι ορισμένο διότι το 1kx   διαφέρει από τα άλλα σημεία 

παρεμβολής . Επίσης, το (x)P 1k  ικανοποιεί όλες τις συνθήκες 

παρεμβολής και είναι βαθμού κ+1 . Ο συντελεστής 1kα   είναι ένα 
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παράδειγμα διηρημένης διαφοράς κ+1 τάξης , και μπορεί να γραφεί με 

τη μορφή : 

 1k101k x,,x,xfα     (1.17) 

η οποία, εξηγεί τα σημεία από τα οποία εξαρτάται. Χρησιμοποιώντας 

λοιπόν, τις διηρημένες διαφορές η νέα μορφή του πολυωνύμου 

παρεμβολής βαθμού κ γράφεται: 

]x,,x,)f[xx(x)x)(xx(x

]x,x,)f[xx)(xx(x]x,)f[xx(x]f[x(x)P

k101k10

210101000
N
k








 (1.18) 

και το ονομάζουμε πολυώνυμο παρεμβολής Newton με διηρημένες 

διαφορές .  

Θεώρημα 

Έστω ότι, η ],[Cf k   και k10 x,,x,x   , κ+1 διακεκριμένα σημεία 

του διαστήματος  ],[   . Τότε, υπάρχει αριθμός ξ  στο (α,β)  έτσι ώστε : 

 
!k

)(f
x,,x,xf

k

k10


  (1.19) 

Σφάλμα παρεμβολής Newton 

Για να υπολογίσουμε το σφάλμα της παρεμβολής Newton, 

υποθέτουμε ότι x είναι ένα σταθερό σημείο διαφορετικό από τα σημεία 

k10 x,,x,x  . Τότε, το πολυώνυμο παρεμβολής Newton βαθμού κ+1 , που 

παρεμβάλλει την )x(f στα σημεία k10 x,,x,x   είναι : 

]x,,x,x[f)xt()xt)(xt()t(P)t(P k10k10
N
k

N
1k    

Η συνθήκη παρεμβολής στο σημείο x συνεπάγεται η σχέση: 

]x,,x,x[f)xx()xx)(xx(

)x(P)x(P)x(P)x(f

k10k10

N

k

N

1k

N

k

 

   (1.20) 

που εκφράζει το σφάλμα της παρεμβολής Newton. 

Παράδειγμα 1.2  

Θα παρουσιάσουμε το παράδειγμα που αναφέραμε στη 

παρεμβολή τύπου Lagrange. 

Το ζητούμενο πολυώνυμο είναι το πολύ 2ου βαθμού όπως είχαμε 

αναφέρει, και στην παρεμβολή Lagrange δηλαδή, αν έχω n σημεία τότε 
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το πολυώνυμο παρεμβολής θα είναι n-1 βαθμού. Ποιο αναλυτικά το 

πολυώνυμο θα είναι της μορφής: 

210100
N
2 a)xx)(xx(a)xx(a)x(P   (1.2.1) 

και είναι προφανές ότι το μόνο που μας απομένει είναι να υπολογίσουμε 

τους συντελεστές 0a , 1a , 2a . 

Για λόγους κατανόησης, θα παρουσιάσουμε τον παρακάτω πίνακα 

που υπολογίζονται οι συντελεστές 0a , 1a , 2a .  

Πίνακας 1.1 

 K XK F[XK] F[XK,XK-1] F[XK,XK-1,XK-2] 

0 0 1=α0 − − 

1 1 0.5 F[X1,X0]=α1 − 

2 3 0.25 F[X2,X1] F[X2,X1,X0]=α2 

από τον παραπάνω πίνακα, απομένει να βρεθούν οι διηρημένες 

διαφορές F[X1,X0], F[X2,X1,X0], άρα θα έχουμε:   

2

1

01

1
2

1

XX

]X[F]X[F
]X,X[F

01

01
01 









  (1.2.2) 

8

1

13
2

1

4

1

XX

]X[F]X[F
]X,X[F

12

12
12 









  (1.2.3) 

8

1

03

2

1

8

1

XX

]X,X[F]X,X[F
]X,X,X[F

02

0112
012 

















  

(1.2.4) 

συνεπώς, αντικαθιστώντας στη σχέση (1.2.1) θα έχουμε: 

1x
8

5
x

8

1

8

1
)1x)(0x()

2

1
)(0x(1)x(P 2N

2   ή )8x5x(
8

1 2   (1.2.5) 
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1.4 Παρεμβολή με πολυώνυμο Taylor 

Εισαγωγή 

 Η μέθοδος Taylor, βασίζεται στην προσέγγιση της συνάρτησης 

)x(f κοντά σε ένα σημείο 0x , από το πολυώνυμο Taylor. 

k
0

0
)k(

00
'

0k )xx(
!k

)x(f
)xx)(x(f)x(f)x(T    (1.21) 

βαθμού κ. Το πολυώνυμο αυτό, συμφωνεί με την )x(f και τις κ πρώτες 

παραγώγους στο σημείο 0x ,  δηλαδή ισχύει: 

k,,1,0j),x(f)x(T 0
)j(

0
)j(

k   

Tο Θεώρημα Taylor 

  Έστω ότι,    ,Cf 1k και   ,x0  ένα δεδομένο σημείο. Αν 

  ,x , τότε ισχύει η σχέση : 

)x(E)x(T)x(f kk   (1.22) 

Όπου, )x(Tk  είναι το πολυώνυμο Taylor το οποίο, μπορεί να 

χρησιμοποιηθεί για την προσέγγιση της )x(f  δηλαδή : 





k

0j

j
0

0
)j(

k )xx(
!j

)x(f
)x(T)x(f  (1.23) 

Σφάλμα παρεμβολής Taylor   

Tέλος, το σφάλμα της προσέγγισης είναι της μορφής: 

 
 

1k
0

1k

kk )xx(
!1k

)x(f
)x(T)x(f)x(E 







  (1.24) 

για κάποια τιμή ξ=ξ(x) η οποία βρίσκεται μεταξύ x0 και x. 

Επιπρόσθετα, η εκτίμηση του σφάλματος της προσέγγισης Taylor  

όταν, το x βρίσκεται κοντά στο x0, μπορεί να δοθεί και από την 

παρακάτω σχέση: 

)1k(
0

0
1k

k1kk )xx(
)!1k(

)x(f
)x(T)x(T)x(E 



 


  (1.25) 
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1.5 Πολυώνυμο παρεμβολής Hermite 

Εισαγωγή 

Μέχρι τώρα, μελετήσαμε πολυώνυμα παρεμβολής τα οποία, είτε 

συμφωνούν με την )x(f  στα κ+1 σημεία k10 x,,x,x   όπου είναι τα 

πολυώνυμα τύπου (Lagrange, Newton), είτε συμφωνούν αυτά και η )x(f  

καθώς και οι κ πρώτες παράγωγοι σε ένα σημείο x0 όπου εκεί 

αναφερόμαστε στο πολυώνυμο παρεμβολής τύπου (Taylor). 

 Έναν όμως συνδυασμό αυτών των περιπτώσεων, μπορούμε να 

χαρακτηρίσουμε τα πολυώνυμα παρεμβολής Hermite. Έτσι, για μία 

δεδομένη συνάρτηση )x(f , ένα πολυώνυμο Hermite και η παράγωγος 

του, συμφωνούν με την )x(f  και την )x(f  αντίστοιχα στα σημεία  

k10 x,,x,x  .    

Θεώρημα 

Θεωρούμε την συνάρτηση ],[Cf 1   και τα κ+1 διακεκριμένα 

σημεία k10 x,,x,x   του [α,β]  .Τότε το πολυώνυμο )x(P 1k2  : 

 
 






k

0i

k

0i

*
iiii

H
1k2 )x(Hf)x(HfP  (1.26) 

βαθμού 2κ+1 , είναι το μοναδικό πολυώνυμο ελάχιστου βαθμού που 

πληροί τις συνθήκες : 

k,,1,0i,f)x(P
dx

d

,f)x(P

ii
H

1k2

ii
H

1k2












 (1.27) 

Επιπρόσθετα, τα πολυώνυμα )x(H),x(H *
ii  είναι βαθμού κ  και δίνονται από 

τις σχέσεις: 

   

)x(L)xx()x(H

),x(LxLxx21)x(H

2
ii

*
i

2
iiiii







 


 (1.28) 

όπου k,,1,0i),x(L i   είναι τα πολυώνυμα Lagrange βαθμού κ. 
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Σφάλμα παρεμβολής Hermite 

         Τέλος, αν υποθέσουμε επιπλέον ότι β],[αCf 2)(2k , τότε το σφάλμα 

της παρεμβολής Hermite  θα δίνεται από τον τύπο: 

2
k

2
1

2
0

1k2
H

1k2 )xx()xx()xx(
)!2k2(

)(f
)x(P)x(f 








   (1.29) 

για  ξ: α<ξ<β . 
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Κεφάλαιο 2ο Αλγόριθμοι και Πολυπλοκότητα 

2.1 Αλγόριθμοι 

Ένας αλγόριθμος γενικά, θα πρέπει να ικανοποιεί κάποιες 

προϋποθέσεις, οι οποίες είναι: 

α)  Θα πρέπει να είναι αποδοτικός.  

β) Θα πρέπει να “εργάζεται” σωστά για κάθε σύνολο δεδομένων   

εισόδου ή αλλιώς στιγμιότυπο. 

Επίσης, αξίζει να σημειωθεί πως για κάθε πρόβλημα, υπάρχει ένα 

σύνολο αλγορίθμων οι οποίοι είναι σωστοί, δηλαδή κάνουν καλά την 

δουλειά τους. Όλοι οι αλγόριθμοι έχουν όμως θεωρητικό ενδιαφέρον. 

Πρακτικό βέβαια ενδιαφέρον, παρουσιάζουν οι αλγόριθμοι που είναι 

αποδοτικοί, δηλαδή αυτοί που μειώνουν : 

α)  το χρόνο που εκτελούνται. 

β)  το χώρο που χρησιμοποιούν. 

Στόχος βέβαια είναι, ο εντοπισμός των αλγορίθμων που 

ελαχιστοποιούν το χρόνο εκτέλεσης, αλλά και το χώρο που 

χρησιμοποιούν στην μνήμη. Με αυτό τον τρόπο, ελέγχουμε αν ένας 

αλγόριθμος είναι άριστος, δηλαδή ο πιο αποδοτικός για το πρόβλημα 

που σχεδιάστηκε και προπορεύεται να λύσει. Ένας αλγόριθμος γενικά, 

είναι ένα από τα  σημαντικότερα μέρη ενός προγράμματος, γιατί 

ανάλογα με το πόσο αποδοτικός είναι ο αλγόριθμος εξαρτάται και  όλη 

η λειτουργία του προγράμματος. Επίσης, ένας αλγόριθμος μπορεί να 

είναι γραμμένος σε κάποια γλώσσα προγραμματισμού υψηλού 

επιπέδου, σε ψευδογλώσσα αλλά ακόμα και σε φυσική – ομιλούμενη 

γλώσσα. Παρακάτω δίνουμε τον ορισμό.         

Ορισμός  

   Αλγόριθμος είναι  μία διαδικασία αυστηρά καθορισμένη και 

εκτελέσιμη για την επίλυση ενός προβλήματος ,όπου κάθε αλγόριθμος 

μπορεί να έχει κανένα, ένα ή και περισσότερα δεδομένα εισόδου και 

τουλάχιστον ένα αποτέλεσμα στην έξοδο.  
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2.2 Πολυπλοκότητα 

Μία έννοια η οποία, ασχολείται με την ανάλυση ενός αλγορίθμου 

και τον εντοπισμό του άριστου αλγόριθμου, είναι η πολυπλοκότητα που 

τον εκφράζει. Με την πολυπλοκότητα, μπορούμε να μετρήσουμε την 

απόδοση ενός αλγορίθμου, και να τον συγκρίνουμε με άλλους που 

εκτελούν την ίδια διαδικασία όμως με διαφορετικό κώδικα. 

Σε έναν αλγόριθμο μετρώντας την πολυπλοκότητα, μπορούμε να 

αναφερθούμε στο σύνολο των βασικών πράξεων που εκτελεί, το 

συνολικό αριθμό επαναλήψεων που εκτελεί, αν υπάρχουν,  αλλά και η 

χρόνος εκτέλεσης, που χρειάζεται ένας αλγόριθμος για να μας δώσει 

κάποιο αποτέλεσμα, που είναι εκφραζόμενος ανάλογα με το πλήθος 

των δεδομένων εισόδου ή αλλιώς στιγμιότυπο. Παρακάτω, 

παρουσιάζουμε τον ορισμό της πολυπλοκότητας.      

Ορισμός  

Πολυπλοκότητα, είναι ο αριθμός των βασικών - στοιχειωδών 

πράξεων που εκτελεί ένας αλγόριθμος για κάθε σύνολο δεδομένων 

εισόδου (στιγμιότυπο). 

Βασικές πράξεις  

Βασικές πράξεις θεωρούμε: 

 Αριθμητικές πράξεις (πρόσθεση, αφαίρεση…) 

 Λογικές πράξεις  

 Συγκρίσεις 

 Καταχωρήσεις  

 Προσπέλαση μνήμης για ανάγνωση / εγγραφή  
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2.3 Η αρχή του αναλλοίωτου  

Η αρχή αυτή, υποστηρίζει πως διαφορετικές υλοποιήσεις του ίδιου 

αλγορίθμου, δεν θα διαφέρουν στην αποτελεσματικότητα παρά μόνο 

κατά μία σταθερή ποσότητα c, που εξαρτάται από την τεχνολογία και το 

λογισμικό του υπολογιστή.  

 Σύμφωνα με την αρχή του αναλλοίωτου, κάθε άλλη υλοποίηση 

του ίδιου αλγόριθμου θα έχει την ιδιότητα με πιθανές αλλαγές της 

σταθεράς c. Αυτή η έννοια , γνωστή και ως ασυμπτωτική εκτίμηση, 

υποδεικνύει πώς εξαρτάται η απόδοση ενός αλγορίθμου από μεγάλα 

μεγέθη εισόδου.  

  Ορισμός 

 Ένας αλγόριθμος απαιτεί χρόνο t(n) για να εκτελεσθεί, όπου n 

είναι το μέγεθος του στιγμιότυπου του προβλήματος προς επίλυση, εάν 

υπάρχει σταθερά c και κάποια υλοποίηση του αλγορίθμου , ικανή να 

λύσει κάθε στιγμιότυπο του προβλήματος μεγέθους n σε χρόνο όχι 

περισσότερο από c∙t(n) βήματα. 

Αξίζει να σημειώσουμε επίσης, ότι ένας αλγόριθμος μπορεί να 

μελετηθεί εμπειρικά μετρώντας το χρόνο και το χώρο εκτέλεσης του. 

Βέβαια, μπορεί να μελετηθεί και θεωρητικά, υπολογίζοντας το χώρο και 

το χρόνο εκτέλεσης σαν συνάρτηση του μεγέθους  των στιγμιότυπων, 

που κάθε φορά εξετάζουμε. Επίσης, η θεωρητική εκτίμηση λαμβάνει 

υπόψη μόνο τον  μεγαλύτερο όρο της συνάρτησης t(n), αγνοώντας 

τους υπόλοιπους όρους για τον λόγο ότι , αυτός θα “παίξει” το 

σημαντικότερο ρόλο για μεγάλα δεδομένα εισόδου , όπου εν τέλει θα 

εκφράσει και την πολυπλοκότητα του αλγορίθμου. Ένα πλεονέκτημα της 

θεωρητικής προσέγγισης είναι, πως είναι γενική και δεν εξαρτάται από 

το υλικό ενός Η/Υ, από την γλώσσα προγραμματισμού ή από τις 

ικανότητες του προγραμματιστή.  

Η συνάρτηση που εκφράζει το χρόνο εκτέλεσης ενός 

αλγορίθμου, κατανέμει ανάλογα και έναν αλγόριθμο σε γραμμικό, 

πολυωνυμικό, εκθετικό και λογαριθμικό. Για παράδειγμα, αν η 
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συνάρτηση που εκφράζει το χρόνο εκτέλεσης είναι γραμμική, τότε και ο 

αλγόριθμος λέγεται γραμμικός.  

2.4 Ασυμπτωτικός συμβολισμός   

Εισαγωγή 

Όπως έχει αναφερθεί, η ασυμπτωτική εκτίμηση αγνοεί τις 

σταθερές και εξετάζει μόνο την τάξη μεγέθους της συνάρτησης, η οποία 

εκφράζει το χρόνο εκτέλεσης ενός αλγορίθμου. Αυτό συμβαίνει, γιατί 

όταν το μέγεθος εισόδου n είναι πολύ μεγάλο, τότε και οι τιμές της 

συνάρτησης μεγαλύτερης τάξης μεγέθους, π.χ (n2), είναι σημαντικά 

μεγαλύτερες από τις τιμές μιας συνάρτησης μικρότερης τάξης 

μεγέθους,  π.χ (nlog n). Άρα, ένας ασυμπτωτικά αποδοτικός 

αλγόριθμος στην πράξη είναι αποδοτικός. 

Ο ασυμπτωτικός συμβολισμός, χρησιμοποιείται για την 

περιγραφή του χρόνου εκτέλεσης ενός αλγορίθμου και ορίζεται σε 

συναρτήσεις, οι οποίες έχουν πεδίο ορισμού το σύνολο των φυσικών 

αριθμών. Ο συμβολισμός αυτός, είναι κατάλληλος για την περιγραφή 

μιας συνάρτησης T(n), η οποία εκφράζει το χρόνο εκτέλεσης ενός 

αλγορίθμου και ορίζεται μόνο για ακέραια μεγέθη εισόδου. 

2.4.1 Ασυμπτωτικός συμβολισμός Θ 

Ο συμβολισμός Θ, χρησιμοποιείται για τον ακριβή προσδιορισμό 

της τάξης μεγέθους μιας συνάρτησης f(n). Συγκεκριμένα , για κάθε 

συνάρτηση g(n) το σύνολο των συναρτήσεων Θ(g(n)) περιλαμβάνει 

όλες τις συναρτήσεις που έχουν ακριβώς την ίδια τάξη μεγέθους με την 

g(n) . Τυπικά, δεδομένης μιας συνάρτησης g(n), με Θ(g(n)) 

συμβολίζουμε το σύνολο των συναρτήσεων. 

:)n(f))n(g(   υπάρχουν θετικές σταθερές 21 c,c και n0 τέτοιες ώστε : 

)n(gc)n(f)n(gc0 21  για κάθε 0nn   

Σύμφωνα με τον παραπάνω ορισμό , η συνάρτηση f(n) ανήκει 

στην κλάση συναρτήσεων Θ(g(n)) , αν υπάρχουν θετικές σταθερές 
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21 c,c  τέτοιες ώστε η f(n) να περιορίζεται μεταξύ )n(gc1 και )n(gc2 για 

αρκετά μεγάλες τιμές του n , όπως φαίνεται και παρακάτω γραφικά.  

 

Σχήμα 2.1 

2.4.2 Ασυμπτωτικός συμβολισμός Ο 

Στην περίπτωση που χρειαζόμαστε ένα ασυμπτωτικό άνω 

φράγμα στην τάξη μεγέθους μιας συνάρτησης, χρησιμοποιούμε το 

συμβολισμό Ο. Δεδομένης μιας συνάρτησης g(n) συμβολίζουμε με 

Οg(n)) το σύνολο των συναρτήσεων. 

:)n(f))n(g(  υπάρχουν θετικές σταθερές c και n0 τέτοιες ώστε : 

)n(cg)n(f0  για κάθε 0nn      

Η συνάρτηση g(n) πολλαπλασιασμένη με μία σταθερά, αποτελεί 

ένα ασυμπτωτικό άνω φράγμα για τη συνάρτηση f(n), όπως αυτό 

φαίνεται παρακάτω γραφικά.    

 

Σχήμα 2.2 
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2.4.3 Ασυμπτωτικός συμβολισμός Ω 

Ο συμβολισμός Ω, παρέχει ένα ασυμπτωτικό κάτω φράγμα στην 

τάξη μεγέθους μιας συνάρτησης . Δεδομένης μιας συνάρτησης g(n), 

συμβολίζουμε με Ω(g(n)) το σύνολο των συναρτήσεων  

:)n(f))n(g(  υπάρχουν θετικές σταθερές c και n0 τέτοιες ώστε : 

)n(f)n(cg0  για κάθε 0nn   

παρακάτω φαίνεται και γραφικά ο ορισμός του συμβολισμού Ω. 

 

Σχήμα 2.3 
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Κεφάλαιο 3ο Ανάλυση αλγορίθμων πολυωνυμικής παρεμβολής 

3.1 Εισαγωγή 

Όπως έχει ήδη προαναφερθεί, οι μέθοδοι πολυωνυμικής 

παρεμβολής είναι αρκετές, αλλά εμείς θα επικεντρωθούμε περισσότερο 

στις  μεθόδους οι οποίες  ως αποτέλεσμα, μας δίνουν ένα πολυώνυμο , 

και ο βαθμός του εξαρτάται από το πλήθος των σημείων που θα 

διέρχεται η πολυωνυμική εξίσωση, δηλαδή αν είναι n σημεία τότε ο 

βαθμός του πολυωνύμου θα είναι n-1.  

 Πιο συγκεκριμένα, μιλάμε για τους αλγορίθμους Lagrange και 

Newton,  οι οποίοι έχουν υλοποιηθεί σε (πλατφόρμα ανάπτυξης 

κώδικα) Matlab. Οι αλγόριθμοι με τη σειρά τους, είναι κάποιες 

συναρτήσεις, όπως πολύ καλά γνωρίζουμε από τον προγραμματισμό , 

όπου δέχονται ως είσοδο μόνο τα σημεία (x,y) και έπειτα, μετά από 

αρκετές πράξεις, υπολογίζουν και επιστέφουν το αποτέλεσμα, όπου 

είναι και το ζητούμενο πολυώνυμο.  
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3.2 Ανάλυση αλγορίθμου Lagrange 

Παρακάτω φαίνεται ένα μέρος του κώδικα.  

%=================================================     

 1 y=0; 

 2 for i=1:n 

 3     L=1; 

 4     for j=[1:n] 

 5          if i==j 

 6             continue; 

 7          else 

 8             L=L.*(x-X(j))/(X(i)-X(j)); 

 9          end 

10    end 

11   y=y+L*Y(i); 

12 end 

%=================================================  
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3.2.1 Ανάλυση Επαναλήψεων   

  Στον παραπάνω μέρος του αλγορίθμου Lagrange που μόλις 

παρουσιάσαμε , ο βασικότερος τύπος όπου και εξαρτάται η λειτουργία 

του αλγορίθμου, μας δίνεται από τη γραμμή 8, ποιο αναλυτικά: 

 Όταν το πλήθος των δεδομένων εισόδου είναι n=2 τότε σύμφωνα 

με τον παραπάνω αλγόριθμο θα έχουμε:  
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Άρα σε 2 επαναλήψεις εκτελείται ο 

βασικός  τύπος 
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 Όταν το πλήθος των δεδομένων εισόδου είναι n=3 τότε σύμφωνα 

με τον παραπάνω αλγόριθμο θα έχουμε:  
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Άρα σε 6 επαναλήψεις εκτελείται ο 

βασικός  τύπος. 
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Όταν το πλήθος των δεδομένων εισόδου είναι n=4 τότε σύμφωνα 

με τον παραπάνω αλγόριθμο θα έχουμε: 
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Άρα σε     12                   

επαναλήψεις 

εκτελείται ο βασικός 

τύπος κ.ο.κ. 
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Σύμφωνα με την παραπάνω ανάλυση, καταλήγουμε στα εξής: 

Για n=2 θα έχουμε: 

2∙1 n∙(n-1) 

Για n=3 θα έχουμε: 

3∙2 n∙(n-1) 

Για n=4 θα έχουμε: 

4∙3n∙(n-1) κ.ο.κ 

Άρα, ο τύπος θα είναι:  

nn)n(L

ή

)1n(n)n(L

2
1

1





 (3.1) 

που μας δίνει το συνολικό αριθμό επαναλήψεων, που θα εκτελείται ο 

βασικός τύπος της γραμμής  8 του αλγορίθμου Lagrange, όπως 

αναφέραμε παραπάνω. 

Σύμφωνα με την παραπάνω ανάλυση, καταλήγουμε σε μια 

συνάρτηση δευτέρου βαθμού (σχέση 3.1), που εκφράζει την 

πολυπλοκότητα του αλγορίθμου, όσον αφορά τις επαναλήψεις που 

εκτελούνται συνολικά, συναρτήσει του n που είναι το πλήθος δεδομένων 

εισόδου. Η εξίσωση αυτή είναι δευτέρου βαθμού , άρα και η 

πολυπλοκότητά του αλγορίθμου Lagrange θα είναι της τάξης μεγέθους 

O(n2), αφού όπως έχει αναφερθεί λαμβάνουμε υπόψη μας μόνο το 

μεγιστοβάθμιο όρο. 

3.2.2 Ανάλυση Πράξεων 

Στην προηγούμενη παράγραφο, κατασκευάσαμε τη σχέση που 

θα υπολογίζει το πλήθος των επαναλήψεων που εκτελεί ο αλγόριθμος 

Lagrange, για να υπολογίσει το ζητούμενο πολυώνυμο. Εκτός όμως 

από τις επαναλήψεις, εκτελεί και μία σειρά πράξεων όπως και ο 

αλγόριθμος του Newton, που θα αναφέρουμε παρακάτω. Οι πράξεις 

που εκτελεί σε κάθε επανάληψη, μπορεί να είναι α) προσθέσεις, β) 

αφαιρέσεις γ) πολλαπλασιασμούς και δ) διαιρέσεις .  
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Πιο αναλυτικά, έστω μια επανάληψη του αλγορίθμου:  
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από το παραπάνω κομμάτι κώδικα, παρατηρούμε ότι σε κάθε 

επανάληψη έχουμε 2 αφαιρέσεις, 1 πολλαπλασιασμό και 1 διαίρεση. 

Σημείωση: Για λόγους ευκολίας, θεωρούμε ως μία κοινή πράξη τις 

προσθέσεις και τις αφαιρέσεις, ενώ τους πολλαπλασιασμούς και τις 

διαιρέσεις, ως εξίσου μια κοινή πράξη, αλλά διαφορετική από την 

πρόσθεση και την αφαίρεση.   

Αν επιπλέον, εκτιμήσουμε ότι οι προσθέσεις – αφαιρέσεις 

κοστίζουν 1 μονάδα κόστους, ενώ οι πολλαπλασιασμοί – διαιρέσεις 2 

μονάδες κόστους, τότε θα ισχύσει ο παρακάτω τύπος: 
























νΕπαναλήψεω

αριθμόςΣυνολικός

Βάρος)διαιρέσεωνήμωναριθ.(πολ/

Βάρος)αφαιρεσεωνήθέσεωναριθ.(προσ
ΠράξεωνΚόστος

 Συνεπώς, θα έχουμε: 

)nn(]2212[ 2 ΠράξεωνΚόστος  

)nn(6)n(L 2
2   (3.2) 

Ο παραπάνω τύπος, μας δίνει το συνολικό κόστος των πράξεων 

που χρειάζεται να εκτελεστούν, μόνο για το βασικό τύπο που 

περιγράφεται στην 8η  γραμμή κώδικα του παραπάνω αλγορίθμου 

Lagrange, εκφραζόμενο ανάλογα με το πλήθος των δεδομένων 

εισόδου.   

Αν επιπλέον, λάβουμε υπόψη μας ότι για να υπολογιστεί το τελικό 

πολυώνυμο, ο αλγόριθμος εκτελεί ακόμα 1 πολλαπλασιασμό και 1 
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πρόσθεση, (η γραμμή κώδικα που αναφέρεται στη γραμμή 11), του 

παραπάνω μέρους από τον αλγόριθμο Lagrange, θα έχουμε: 

  νΕπαναλήψεωαριθ.Συνολικό2111ΠράξεωνΚόστος   

όμως η παραπάνω γραμμή κώδικα, εκτελείται n φορές άρα ο τύπος θα 

γίνει: 

   n2111ΠράξεωνΚόστος  

n3)n(L
b2   (3.3) 

Η παραπάνω σχέση, μας δίνει το συνολικό κόστος των πράξεων 

που περιγράφεται στη γραμμή 11, εκφραζόμενη ανάλογα με το πλήθος 

των δεδομένων εισόδου. 

Η σχέση που θα μας δίνει το συνολικό κόστος των πράξεων, που 

εκτελεί ο αλγόριθμος του Lagrange και εξαρτάται  από το πλήθος των 

δεδομένων που εισάγουμε, θα είναι το άθροισμα των σχέσεων (3.2) και 

(3.3) δηλαδή : 

 





)n3()n6n6()n(L

)n(L)n(L)n(L

2
2

b2a22
 

n3n6)n(L 2
2   (3.4) 
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3.2.1 Χρονική ανάλυση 

Η χρονική ανάλυση όπως έχουμε αναφέρει παραπάνω, 

ασχολείται με  το χρόνο που χρειάζεται ένας αλγόριθμος να εκτελεστεί, 

ώστε να μας δώσει το ζητούμενο αποτέλεσμα. Παρακάτω, 

παρουσιάζουμε ενδεικτικές τιμές χρόνων εκτέλεσης του αλγορίθμου 

Lagrange, οι οποίοι μετρήθηκαν σε υπολογιστή με τα εξής 

χαρακτηριστικά: Intel® Pentium® D,CPU 3,00Hz ,1.00 GB RAM. 

Πίνακας 3.1 

ΑΛΓΟΡIΘΜΟΣ LAGRANGE 

ΠΛΗΘΟΣ ΣΗΜΕΙΩΝ ΧΡΟΝΟΣ ΕΚΤΕΛΕΣΗΣ 

1 0 

2 0,016 

3 0,047 

4 0,078 

5 0,11 

6 0,156 

7 0,218 

8 0,289 

9 0,359 

10 0,438 

  

Στον παραπάνω πίνακα, απεικονίζονται οι χρόνοι εκτέλεσης του 

αλγορίθμου σε μικρή κλίμακα (0-10) και τα σημεία αυξάνονται κατά 1 

κάθε φορά. Τέλος, οι χρόνοι του παραπάνω πίνακα είναι σε 

δευτερόλεπτα (sec), και είναι αρκετά μικροί. Παρακάτω βλέπουμε τα 

σημεία αυτά απεικονισμένα στο χώρο. 
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Γράφημα 3.1 

Στο γράφημα (3.1), περιγράφεται ο χρόνος εκτέλεσης του 

αλγορίθμου, ανάλογα με το πλήθος των σημείων. Σύμφωνα με τα 

παραπάνω, παρατηρούμε ότι και ο χρόνος εκτέλεσης συναρτήσει των 

σημείων, εκφράζεται από μία παρεμβολική καμπύλη όπως π.χ η n2 που 

αναφέραμε και στο προηγούμενο κεφάλαιο. 

Σύμφωνα με το πίνακα (3.1), θα υπολογίσουμε την καμπύλη που 

διέρχεται πιο κοντά από τα σημεία αυτά , με τη βοήθεια των εντολών 

polyfit και  polyval, που είναι έτοιμες εντολές και παρέχονται από το 

Matlab για να προσδιορίζουμε τέτοιες συναρτήσεις. Η συνάρτηση που 

διέρχεται από αυτά τα σημεία είναι:  

0023.0x0020.0x0042.0P 2
L1   (3.5) 

Είναι μία δευτεροβάθμια εξίσωση, που συνεπάγεται ότι και ο 

χρόνος εκτέλεσης  είναι της τάξης Ο(n2). 

Σύμφωνα με τον τύπο : 

 

n

)x(Py

mse

n

1i

ii




  
(3.6) 
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υπολογίζετε ότι το μέσο τετραγωνικό σφάλμα που δημιουργείται κατά 

την προσέγγιση αυτή, είναι ίσο με: 

0032e9216.6mse   

Ας δούμε τώρα, τους χρόνους εκτέλεσης του αλγορίθμου σε 

μεσαία κλίμακα (0−100) και τα σημεία ,αυξανόμενα κατά 10 κάθε φορά: 

Πίνακας 3.2 

ΑΛΓΟΡIΘΜΟΣ LAGRANGE 

ΠΛΗΘΟΣ ΣΗΜΕΙΩΝ ΧΡΟΝΟΣ ΕΚΤΕΛΕΣΗΣ 

10 0,438 

20 1,937 

30 5,031 

40 7,12 

50 16,85 

60 30,096 

70 46,113 

80 63,784 

90 88,118 

100 115,219 

   

Οι χρόνοι του παραπάνω πίνακα, είναι σε δευτερόλεπτα (sec) και 

παρατηρούμε ότι οι χρόνοι εκτέλεσης για κάθε στιγμιότυπο, αυξάνονται 

αρκετά. Παρακάτω, βλέπουμε τα σημεία αυτά στο χώρο. 
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Γράφημα 3.2 

Στο παραπάνω γράφημα, περιγράφεται ο χρόνος εκτέλεσης του 

αλγορίθμου, ανάλογα με το πλήθος των σημείων, και σύμφωνα με τον 

πίνακα 3.2 το πολυώνυμο που υπολογίστηκε είναι το: 

9121.2x5058.0x0116.0P 2
L2   (3.7) 

και από τη σχέση (3.6) υπολογίζετε ότι το μέσο τετραγωνικό σφάλμα της 

προσέγγισης αυτής, είναι ίσο με: 

0026-1.3076emse   

Τέλος, θα παρουσιάσουμε τους χρόνους εκτέλεσης σε μεγάλη 

κλίμακα (0-500) και αύξηση των σημείων ανά 50 κάθε φορά. Ο 

παρακάτω πίνακας, μας δίνει τους χρόνους αυτούς. 
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Πίνακας 3.3 

ΑΛΓΟΡIΘΜΟΣ LAGRANGE 

ΠΛΗΘΟΣ ΣΗΜΕΙΩΝ ΧΡΟΝΟΣ ΕΚΤΕΛΕΣΗΣ 

50 0,28 

100 1,92 

150 7,7 

200 22,4 

250 65,48 

300 127,71 

350 213,75 

400 301,25 

450 473,89 

500 613,53 

 

Oι τιμές του παραπάνω πίνακα, εκφράζονται σε λεπτά (min) και 

βλέπουμε την ραγδαία αύξηση του χρόνου εκτέλεσης του αλγορίθμου, 

όσο αυξάνονται και τα σημεία, αφού για 500 σημεία ο αλγόριθμος 

εκτελείται για περίπου 10 ώρες. Ας το δούμε και γραφικά παρακάτω.  
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Γράφημα 3.3 

Υπολογίζεται, ότι το πολυώνυμο που διέρχεται από τα σημεία του 

πίνακα 3.3 είναι:  

3211.23x8009.0x0039.0P 2
L3   (3.8) 

και από τη σχέση (3.6) υπολογίζεται ότι το μέσο τετραγωνικό σφάλμα 

της προσέγγισης ισούται με: 

0025-8.1736e mse   

Παράδειγμα με χρήση του αλγορίθμου Lagrange  

Έστω, τα δεδομένα και η συνάρτηση που δόθηκαν στο 

παράδειγμα 1.1 του 1ου κεφαλαίου. Θα υπολογίσουμε το πολυώνυμο 

Lagrange με τη βοήθεια του αλγορίθμου. Εκτελώντας λοιπόν, τον 

αλγόριθμο καταλήγουμε στο ακόλουθο αποτέλεσμα: 

)1x(x
24

1
)3x(x

4

1
)3x)(1x(

3

1
)x(PL

2   ή 1x
8

5
x

8

1
)x(P 2L

2   

που είναι το ίδιο αποτέλεσμα με αυτό του παραδείγματος 1.1, άρα 

επαληθεύεται έτσι και ο αλγόριθμος του Lagrange. 
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3.3 Ανάλυση αλγορίθμου Newton  

%================================================= 

 1 y = Y(1); 

 2 p = 1; 

 3 for i = 1:(n-1) 

 4    for j = 1:(n-i) 

 5        Y(j) = (Y(j+1) - Y(j))/(X(j+i) - X(j)); 

 6   end 

 7    p = p.*(x-X(i));   

 8    y = y + p.*Y(1); 

 9 end 

%=================================================  

3.3.1 Ανάλυση Επαναλήψεων  

 Στον κομμάτι του αλγορίθμου που μόλις αναφέραμε παραπάνω, 

ο βασικότερος τύπος όπου και εξαρτάται η λειτουργία του, μας δίνετε 

στην γραμμή 5, πιο αναλυτικά : 

Όταν το πλήθος των δεδομένων εισόδου είναι n=2 τότε σύμφωνα 

με τον παραπάνω αλγόριθμο θα έχουμε: 
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Άρα σε 1 επανάληψη εκτελείται ο 

βασικός τύπος 
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όταν το πλήθος των δεδομένων εισόδου είναι n=3 τότε σύμφωνα 

με τον παραπάνω αλγόριθμο θα έχουμε: 
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Άρα  σε 3 επαναλήψεις εκτελείται ο 

βασικός τύπος 

 

όταν το πλήθος των δεδομένων εισόδου είναι n=4 τότε σύμφωνα 

με τον παραπάνω αλγόριθμο θα έχουμε: 
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Άρα σε 6 

επαναλήψεις 

εκτελείται ο 

βασικός 

τύπος 
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γενικότερα για n=k οι επαναλήψεις θα είναι 1,2,3,…,k-1. 

Αθροίζοντας τώρα το πλήθος των επαναλήψεων, καταλήγουμε 

σε μία ακολουθία αριθμών δηλαδή: 

)1n(321    

όπου το παραπάνω άθροισμα γενικά, είναι : 

   
2

)1n(n
)1n(321


      

κάνοντας λοιπόν τις πράξεις καταλήγουμε: )nn(
2

1 2   . 

Άρα, η συνάρτηση που μας δίνει το πλήθος των επαναλήψεων 

που εκτελείται ο βασικός τύπος του αλγορίθμου Newton, είναι:  

)nn(
2

1
)n(N 2

1   (3.9) 

Με άλλα λόγια, η συνάρτηση που εκφράζει την πολυπλοκότητα 

του αλγορίθμου, όσον αφορά τις επαναλήψεις που εκτελούνται 

συνολικά συναρτήσει του n , που είναι το πλήθος δεδομένων εισόδου,  

είναι μία εξίσωση δευτέρου βαθμού όπως και στον αλγόριθμο 

Lagrange, άρα και η πολυπλοκότητά του αλγορίθμου Newton, θα είναι 

της τάξης μεγέθους O(n2), αφού όπως έχει αναφερθεί  και πριν, 

λαμβάνουμε υπόψη μας μόνο το μεγιστοβάθμιο όρο.   

3.3.2 Ανάλυση Πράξεων  

Όπως στον αλγόριθμο Lagrange, έτσι και ο αλγόριθμος του 

Newton, για να υπολογίσει το ζητούμενο πολυώνυμο εκτός από το 

πλήθος των επαναλήψεων που περιγράφεται από την σχέση (3.9), 

εκτελεί σε κάθε επανάληψη, μία σειρά πράξεων οι οποίες είναι: α) 

προσθέσεις, β) αφαιρέσεις γ) πολλαπλασιασμούς και δ) διαιρέσεις . 
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Πιο αναλυτικά: 
























end

end

)1(X)11(X

)1(Y)11(Y
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1:1i)12(:1ifor

 

Άρα, όπως βλέπουμε από την παραπάνω περιγραφή έχουμε 2 

προσθέσεις, 2 αφαιρέσεις και 1 διαίρεση, σε κάθε επανάληψη .  

Σημείωση: Όπως στον αλγόριθμο Lagrange, έτσι στον 

αλγόριθμο Newton για λόγους ευκολίας, θεωρούμε ως μία κοινή πράξη 

τις προσθέσεις και τις αφαιρέσεις, ενώ τους πολλαπλασιασμούς και τις 

διαιρέσεις ως εξίσου μια κοινή πράξη, αλλά διαφορετική από την 

πρόσθεση και την αφαίρεση.   

Αν επιπλέον, εκτιμήσουμε ότι οι προσθέσεις – αφαιρέσεις 

κοστίζουν 1 μονάδα κόστους, ενώ οι πολλαπλασιασμοί – διαιρέσεις 2 

μονάδες κόστους, τότε άγεται ο τύπος: 























νΕπαναλήψεω

αριθμός Συνολικός

Βάρος)διαιρέσεωνήμωναριθ.(πολ/

Βάρος)αφαιρεσεωνήθέσεωναριθ.(προσ
ΠράξεωνΚόστος  

συνεπώς θα έχουμε: 

   )nn(
2

1
2114 2ΠράξεωνΚόστος  

)nn(3)n(N 2
a2   (3.10) 

              Ο παραπάνω τύπος, μας δίνει το συνολικό κόστος των 

πράξεων που χρειάζεται να εκτελεστούν, μόνο για το βασικό τύπο που 

περιγράφεται στην 5η  γραμμή κώδικα του παραπάνω αλγορίθμου, 

εκφραζόμενο ανάλογα με το πλήθος των δεδομένων εισόδου.   

Αν επιπλέον λάβουμε υπόψη μας, ότι για να υπολογιστεί το τελικό 

πολυώνυμο ο αλγόριθμος εκτελεί ακόμα 2 πολλαπλασιασμούς, 1 

πρόσθεση και 1 αφαίρεση (οι γραμμές κώδικα που περιγράφονται από 

τις γραμμές 7 & 8 ), θα έχουμε:  
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  νΕπαναλήψεωαριθ.Συνολικό1222ΠράξεωνΚόστος β   

όμως οι παραπάνω γραμμές εκτελούνται μόνο (n-1) φορές άρα, ο 

τύπος θα γίνει: 

   1)(n1222ΠράξεωνΚόστος  

6n6)n(N
b2   (3.11) 

Η παραπάνω σχέση, μας δίνει το συνολικό κόστος των πράξεων 

που περιγράφονται στις γραμμές 7 & 8 αντίστοιχα, εκφραζόμενη 

ανάλογα με το πλήθος των δεδομένων εισόδου. 

Η σχέση που θα μας δίνει όμως το συνολικό κόστος των 

πράξεων που εκτελεί ο αλγόριθμος του Newton, όπου εξαρτάται και 

από το πλήθος των δεδομένων που εισάγουμε, θα είναι το άθροισμα 

των σχέσεων (3.10) και (3.11) δηλαδή :  





)6n6()n3n3()n(N

)n(N)n(N)n(N

2
2

b2a22
 

6n3n3)n(N 2
2   (3.12) 
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3.3.3 Χρονική ανάλυση  

Τόσο στον αλγόριθμο Lagrange, όσο και στον αλγόριθμο 

Newton, θα παρουσιάσουμε τους χρόνους εκτέλεσης σε τρεις κλίμακες 

που ελήφθησαν σε Η/Υ με τα χαρακτηριστικά που αναφέραμε 

παραπάνω. Πιο συγκεκριμένα, στον πίνακα που ακολουθεί 

αναγράφονται οι χρονικές τιμές του αλγορίθμου σε μικρή κλίμακα (0-10) 

και αύξηση των σημείων κατά 1 κάθε φορά. 

Πίνακας 3.4 

ΑΛΓΟΡIΘΜΟΣ NEWTON 

ΠΛΗΘΟΣ ΣΗΜΕΙΩΝ ΧΡΟΝΟΣ ΕΚΤΕΛΕΣΗΣ 

1 0 

2 0,012 

3 0,028 

4 0,039 

5 0,055 

6 0,078 

7 0,098 

8 0,135 

9 0,186 

10 0,242 

 

Στον παραπάνω πίνακα, αναγράφονται οι χρόνοι εκτέλεσης του 

αλγορίθμου οι οποίοι είναι εκφραζόμενοι σε δευτερόλεπτα (sec), και 

είναι αρκετά μικροί. Παρακάτω, βλέπουμε τα σημεία αυτά απεικονισμένα 

στο χώρο. 
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Γράφημα 3.4 

Στο παραπάνω γράφημα, παρατηρούμε ότι και ο χρόνος 

εκτέλεσης συναρτήσει των σημείων, ακολουθεί μία παρεμβολική 

καμπύλη όπως π.χ η n2 που αναφέραμε και παραπάνω. Δηλαδή, ο 

χρόνος εκτέλεσης του αλγορίθμου Newton, εκφράζεται από μία 

δευτεροβάθμια εξίσωση όπου από εδώ συνεπάγεται ότι και ο χρόνος 

εκτέλεσης, είναι της τάξης Ο(n2). Ας προσδιορίσουμε όμως, αυτή την 

καμπύλη με τις εντολές polyfit και polyval. 

Το πολυώνυμο 2ου βαθμού που υπολογίζεται από τις τιμές του 

πίνακα (3.4) είναι το:  

0048.0x0034.0x0026.0P 2
N1   (3.13) 

ενώ το σφάλμα που υπολογίσαμε σύμφωνα με τη σχέση (3.6), είναι ίσο 

με: 

0032e8896.2mse   

Τώρα, θα παρουσιάσουμε τον πίνακα τιμών που αναγράφονται 

οι χρόνοι εκτέλεσης του αλγορίθμου σε μεσαία κλίμακα (0-100) και 

αύξηση των σημείων ανά 10 για κάθε στιγμιότυπο. 
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Πίνακας 3.5 

 ΑΛΓΟΡIΘΜΟΣ NEWTON 

ΠΛΗΘΟΣ ΣΗΜΕΙΩΝ ΧΡΟΝΟΣ ΕΚΤΕΛΕΣΗΣ 

10 0,242 

20 0,297 

30 0,359 

40 0,766 

50 1,422 

60 2,625 

70 4,265 

80 8,219 

90 14,641 

100 23,047 

 

Στον παραπάνω πίνακα, οι χρόνοι εκφράζονται σε δευτερόλεπτα 

(sec) και όπως και στον αλγόριθμο Lagrange, παρατηρούμε την ήπια 

αύξηση του χρόνου. Επίσης, παρακάτω βλέπουμε τα σημεία αυτά και 

γραφικά. 



 46 

 

Γράφημα 3.5 

Επιπρόσθετα, οι παραπάνω τιμές του πίνακα (3.5) μας δίνουν το 

παρακάτω πολυώνυμο 2ου βαθμού. 

8933.1x2251.0x0041.0P 2
N2   (3.14) 

ενώ το μέσο τετραγωνικό σφάλμα υπολογιζόμενο από τη σχέση (3.6), 

ισούται με: 

0028-7.6823emse   

Τέλος, παρουσιάζουμε τον πίνακα των χρόνων εκτέλεσης σε 

μεγάλη κλίμακα (0-500) και με αύξηση σημείων ανά 50 για κάθε 

στιγμιότυπο. 
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Πίνακας 3.6 

ΑΛΓΟΡIΘΜΟΣ NEWTON 

ΠΛΗΘΟΣ ΣΗΜΕΙΩΝ ΧΡΟΝΟΣ ΕΚΤΕΛΕΣΗΣ 

50 0,023 

100 0,384 

150 0,94 

200 1,15 

250 4,07 

300 9,48 

350 17,2 

400 26,55 

450 37,35 

500 50,91 

 

Στον παραπάνω πίνακα, οι χρόνοι εκφράζονται σε λεπτά (min) και 

όπως και στον αλγόριθμο Lagrange, παρατηρούμε μια σχετικά μεγάλη  

αύξηση του χρόνου. Επίσης, παρακάτω βλέπουμε τα σημεία αυτά 

απεικονισμένα στο χώρο. 
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Γράφημα 3.6 

Πριν κλείσουμε, αξίζει να σημειώσουμε ότι με τα δεδομένα του 

πίνακα 3.6, υπολογίζεται ότι το πολυώνυμο 2ου βαθμού που περνά πιο 

κοντά από αυτά τα σημεία, ισούται: 

1906.2x0717.0x003.0P 2
N3   (3.15) 

ενώ το μέσο τετραγωνικό σφάλμα που υπολογίζεται από τη σχέση (3.6), 

ισούται με: 

0027-6.1987emse   

Παράδειγμα με χρήση του αλγορίθμου Newton 

 Έστω, η συνάρτηση που αναφέραμε στο παράδειγμα 1.2 του 1ου 

κεφαλαίου. Θα  χρησιμοποιήσουμε τα δεδομένα εκείνα, για να 

επαληθευτεί ο αλγόριθμος του Newton. Εκτελώντας τον αλγόριθμο με 

τα δεδομένα αυτά, καταλήγουμε στο αποτέλεσμα: 

1x
8

5
x

8

1
)1x(x

8

1
x

2

1
1)x(P 2N

2   

που είναι το ίδιο αποτέλεσμα με το παράδειγμα 1.2.  
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3.4 Συγκεντρωτικά αποτελέσματα   

 Όπως περιγράψαμε παραπάνω, οι σχέσεις  (3.1) και (3.9), μας 

περιγράφουν το πλήθος επαναλήψεων των αλγορίθμων Lagrange και 

Newton αντίστοιχα. Στο ακόλουθο γράφημα, οι σχέσεις αυτές 

απεικονίζονται γραφικά. 

 

Γράφημα 3.7 

Η παραπάνω απεικόνιση είναι ένα γράφημα πολυπλοκότητας , 

του οποίου ο άξονας του x εκφράζει το πλήθος των σημείων που θα 

παρεμβάλουμε, ενώ ο άξονας y=f(x) εκφράζει το πλήθος των 

επαναλήψεων που κάνει ο κάθε αλγόριθμος. Σύμφωνα με το γράφημα 

(3.7) παρατηρούμε ότι , η συνάρτηση που αναφέρεται στον αλγόριθμο 

Lagrange έχει μεγαλύτερη κλίση από αυτή του αλγορίθμου Newton , με 

αποτέλεσμα ο αλγόριθμος του Newton να κάνει λιγότερες επαναλήψεις, 

σε σχέση με τον αλγόριθμο Lagrange για το ίδιο πλήθος δεδομένων 

εισόδου.  

Οι σχέσεις οι οποίες, αναφέρονται στο συνολικό κόστος των 

πράξεων για τους αλγορίθμους Lagrange και Newton που 
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περιγράψαμε και πιο πάνω, είναι οι (3.4) και (3.12). Παρακάτω, 

παρουσιάζουμε γραφικά τις σχέσεις αυτές.  

 

Γράφημα 3.8 

Η παραπάνω απεικόνιση αποτελεί επίσης ένα γραφημα 

πολυπλοκότητας, του οποίου ο άξονας του x εκφράζει το πλήθος των 

σημείων που θα παρεμβάλουμε, ενώ ο άξονας y=f(x) εκφράζει το 

κόστος των πράξεων  που χρειάζεται ο κάθε αλγόριθμος, για να 

υπολογίσει το πολυώνυμο παρεμβολής. Σύμφωνα με την παραπάνω 

γραφική παράσταση παρατηρούμε ότι , η συνάρτηση που εκφράζει το 

κόστος των πράξεων του αλγορίθμου Lagrange, έχει μεγαλύτερη κλίση 

όπως και στο γράφημα (3.7), με αποτέλεσμα ο αλγόριθμος του Newton 

να χρειάζεται λιγότερο κόστος πράξεων, σε σχέση με τον αλγόριθμο 

Lagrange για το ίδιο πλήθος δεδομένων εισόδου. 

Στα γραφήματα που ακολουθούν, θα παραστήσουμε τους 

χρόνους εκτέλεσης των αλγορίθμων Lagrange και Newton σε σχέση με 

το πλήθος των δεδομένων εισόδου, σε μικρή, μεσαία και μεγάλη 

κλίμακα. 

Με βάση τους πίνακες (3.1) και (3.4),  εξάγουμε το παρακάτω 

γράφημα.  
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Γράφημα 3.9 

 Στο παραπάνω γράφημα μικρής κλίμακας παρατηρούμε ότι, 

τόσο στον αλγόριθμο Lagrange όσο και στον αλγόριθμο Newton, οι 

χρόνοι εκτέλεσης δεν έχουν μεγάλη απόκλιση, δηλαδή για μικρό πλήθος 

δεδομένων εισόδου, οι αλγόριθμοι χρειάζονται περίπου ίδιο χρόνο για 

να εκτελεστούν. Ας δούμε όμως, τι συμβαίνει όταν τα δεδομένα εισόδου 

είναι μεσαίας κλίμακας. 
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Σύμφωνα με τους πίνακες (3.2) και (3.5) , έχουμε το ακόλουθο 

γράφημα.  
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Γράφημα 3.10 

Στο παραπάνω γράφημα μεσαίας κλίμακας, ξεκινά να φαίνεται η 

διαφορά μεταξύ των δύο αλγορίθμων. Δηλαδή, για το πλήθος 

δεδομένων εισόδου που ξεπερνά τα 30 σημεία παρατηρείται  ότι, οι 

χρόνοι εκτέλεσης του αλγόρίθμου  Lagrange αυξάνονται αρκετά σε 

σχέση με αυτούς του αλγορίθμου Newton, με αποτέλεσμα να 

καθιστούν πιο αργό τον αλγόριθμο του Lagrange.  
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Τέλος, ας μελετήσουμε και τους χρόνους εκτέλεσης για μεγάλη 

κλίμακα, με χρήση των πινάκων (3.3) και (3.6) .  

 

Γράφημα 3.11 

Στο παραπάνω γράφημα μεγάλης κλίμακας, φαίνεται ξεκάθαρα η 

διαφορά μεταξύ των δύο αλγορίθμων. Όπως βλέπουμε, οι χρόνοι 

εκτέλεσης  του αλγόρίθμου  Lagrange αυξάνονται δραματικά, σε σχέση 

με αυτούς του αλγορίθμου Newton. Επίσης, παρατηρούμε πως ο 

αλγόριθμος του Newton ελαχιστοποιεί όσο είναι δυνατό το χρόνο 

εκτέλεσης για μεγάλα δεδομένα εισόδου.  
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3.5 Τελικά συμπεράσματα 

 Με βάση τα παραπάνω συγκεντρωτικά αποτελέσματα, αν και οι 

δύο αλγόριθμοι έχουν σχεδιαστεί για να επιλύσουν το πρόβλημα της 

πολυωνυμικής παρεμβολής, αλλά με διαφορετικό κώδικα, 

διαπιστώνουμε ότι, ο αλγόριθμος πολυωνυμικής παρεμβολής τύπου 

Newton με διηρημένες διαφορές, είναι πιο αποδοτικός σε σχέση με τον 

αλγόριθμο τύπου Lagrange. Ακόμα, από τα γραφήματα (3.9), (3.10) και 

(3.11) που αναφέρονται στους χρόνους εκτέλεσης και των δύο 

αλγορίθμων, βλέπουμε ότι ο αλγόριθμος Lagrange χρειάζεται πολύ 

περισσότερο χρόνο για να υπολογίσει το ζητούμενο πολυώνυμο για  

μεγάλο πλήθος δεδομένων, π.χ (μεγαλύτερο από 100),  με αποτέλεσμα 

να απασχολεί περισσότερο χρόνο την CPU. Επίσης, όπως έχουμε ήδη 

αναφέρει στο γράφημα (3.11),   παρατηρούμε πως ο αλγόριθμος 

Newton “μειώνει” το χρόνο εκτέλεσης με αποτέλεσμα να είναι πιο 

αποδοτικός.          

Τέλος, στο σημείο αυτό πριν κλείσουμε, βλέπουμε πόσο 

σημαντικό ρόλο παίζει η πολυπλοκότητα ενός αλγορίθμου, πού όπως 

ήδη έχουμε προαναφέρει, ένας σχετικά αργός αλγόριθμος, κάλλιστα θα 

έχει επίπτωση και στο πρόγραμμα που το χρησιμοποιεί. 
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Παραρτήματα 

Παράρτημα Α΄ 

Κώδικάς Αλγορίθμου Newton 

function y = newton(X,Y) 

 n = length(X); 

 syms x; 

 if n ~= length(Y) 

   error('X and Y must be the same length.'); 

 end 

 y = Y(1); 

 p = 1; 

 for i = 1:(n-1) 

    for j = 1:(n-i) 

        Y(j) = (Y(j+1) - Y(j))/(X(j+i) - X(j)); 

   end 

    p = p.*(x-X(i));   

    y = y + p.*Y(1); 

 end 
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Παράρτημα Β΄ 

Κώδικάς Αλγορίθμου Lagrange 

function y = lagrange(X,Y) 

 n = length(X); 

 syms x; 

  if n ~= length(Y) 

    error('X and Y must be the same length.'); 

  end 

  y=0; 

  for i=1:n 

      L=1; 

     for j=[1:n] 

          if i==j 

            continue; 

          else 

             L=L.*(x-X(j))/(X(i)-X(j)); 

          end 

    end 

   y=y+L*Y(i); 

 end 

 

        

 


