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Πρόλογος 

 

Η δηπισκαηηθή εξγαζία εθπνλήζεθε ζην πιαίζην ηεο θνίηεζεο κνπ γηα ηελ 

απφθηεζε κεηαπηπρηαθνχ δηπιψκαηνο ζηελ Εθαρμοζμένη Πληροθορική. Ο ηίηινο ηεο 

εξγαζίαο είλαη «Αλαιπηηθφο Τπνινγηζκφο ηνπ Medial Axis Transform (ΜΑΣ) γηα 

ζπλεθηηθά ρσξία δπαδηθψλ εηθφλσλ». Ο MedialAxisTransform (MAT) είλαη ην 

ζχλνιν φισλ ησλ ζεκείσλ πνπ έρνπλ πεξηζζφηεξα απφ έλα πιεζηέζηεξα απφ ηελ 

νξηαθή γξακκή (πεξίγξακκα) ελφο αληηθεηκέλνπ. Αξρηθά αλαθέξεηαη σο ηνπνινγηθφο 

ζθειεηφο θαη πξνηάζεθε ην 1967 απφ ηνλ HarryBlum(Habl). Η αλαιπηηθή πεξηγξαθή 

γηα ζρήκαηα κε αιγεβξηθή πεξηγξαθή ζπληειεί ζηελ ζεκειησκέλε εμαγσγή ρξήζηκσλ 

ραξαθηεξηζηηθψλ γηα ηελ αλαγλψξηζε ησλ ζρεκάησλ. 

 Θα ήζεια λα επραξηζηήζσ, αξρηθά, ηνπο θαζεγεηέο κνπ πνπ κε ελέπλεπζαλ 

λα αζρνιεζψ κε ηνλ ηνκέα ηεο Πιεξνθνξηθήο θαη ζηάζεθαλ δίπια κνπ ζην ηαμίδη 

απηφ απφ ηελ αξρή κέρξη ην ηέινο ηνπ. Σνπο ζπκθνηηεηέο κνπ πνπ εκπινχηηζαλ ηελ 

αθαδεκατθή κνπ εκπεηξία κε ηηο ηδέεο θαη ηηο πξννπηηθέο ηνπο θαζψο θαη ηελ 

νηθνγέλεηά κνπ θαη ηνπο θίινπο κνπ πνπ κε ελζάξξπλαλ θαη πίζηεςαλ ζε κέλα, αθφκε 

θη φηαλ ν δξφκνο κπξνζηά κνπ θαηλφηαλ αβέβαηνο θαη δχζβαηνο. Σέινο, έλα κεγάιν 

επραξηζηψ ζηνλ επηβιέπσλ θαζεγεηή κνπ θ. ηξνπζφπνπιν ηνπ νπνίνπ ε ζπλεηζθνξά 

ήηαλ κεγάιε θαη κε βνήζεζε λα θέξσ εηο πέξαο ηελ δηπισκαηηθή κνπ εξγαζία.  

 

  



 
 

 

Περίληυη 

 

Η δηπισκαηηθή εξγαζία εθπνλήζεθε ζην πιαίζην ηεο θνίηεζεο κνπ γηα ηελ 

απφθηεζε κεηαπηπρηαθνχ δηπιψκαηνο ζηελ Εθαρμοζμένη Πληροθορική. Ο ηίηινο ηεο 

εξγαζίαο είλαη «Αλαιπηηθφο Τπνινγηζκφο ηνπ Medial Axis Transform (ΜΑΣ) γηα 

ζπλεθηηθά ρσξία δπαδηθψλ εηθφλσλ». Ο MedialAxisTransform (MAT) είλαη ην 

ζχλνιν φισλ ησλ ζεκείσλ πνπ έρνπλ πεξηζζφηεξα απφ έλα πιεζηέζηεξα απφ ηελ 

νξηαθή γξακκή (πεξίγξακκα) ελφο αληηθεηκέλνπ. Αξρηθά αλαθέξεηαη σο ηνπνινγηθφο 

ζθειεηφο θαη πξνηάζεθε ην 1967 απφ ηνλ HarryBlum(Habl). Η αλαιπηηθή πεξηγξαθή 

γηα ζρήκαηα κε αιγεβξηθή πεξηγξαθή ζπληειεί ζηελ ζεκειησκέλε εμαγσγή ρξήζηκσλ 

ραξαθηεξηζηηθψλ γηα ηελ αλαγλψξηζε ησλ ζρεκάησλ.Δηδηθή πεξίπησζε ηέηνηαο 

εθαξκνγήο είλαη ηα γξάκκαηα ελφο θεηκέλνπ ζηα νπνία ην πάρνο ηνπ κνιπβηνχ 

(strokewidth) παξακέλεη πξαθηηθά ζηαζεξφ. Η χπαξμε απηή ηεο ηδηφηεηαο απμάλεη 

ηελ πηζαλφηεηα ην ζρήκα λα αλήθεη ζε γξάκκα θαη απνηειεί έλα θαιφ 

ραξαθηεξηζηηθφ γηα ησλ εληνπηζκφ ησλ πεξηνρψλ ελφο ςεθηνπνηεκέλνπ εγγξάθνπ 

κηθηνχ ηχπνπ (ην κηθηφ έγγξαθν πεξηέρεη θείκελν θαη εηθφλεο). 

ην πξψην θεθάιαην παξνπζηάδνληαη νη βαζηθέο έλλνηεο θαη νη νξηζκνί πνπ 

εκπιέθνληαη ζην ζέκα. Αθνινπζεί κηα αλαθνξά ζε ζεκαληηθέο εξγαζίεο πνπ 

πξνήγαγαλ ην αλαιπηηθφ θαη ππνινγηζηηθφ πξνζδηνξηζκφ ηνπ MAT ζε ηπραία 

ζρήκαηα. 

ην δεχηεξν θεθάιαην παξνπζηάδεηαη ν αλαιπηηθφο πξνζδηνξηζκφο ηνπ 

MATζε βαζηθά ζρήκαηα πνπ κπνξνχλ λα απνηειέζνπλ δνκηθά ζηνηρεία ηεο κνξθήο 

ελφο γξάκκαηνο, π.ρ. ξάβδνη, δαθηχιηνη, θ.ιπ. 

 

  



 
 

 

Summary 

 

The thesis was prepared as part of my studies to obtain a master’s degree in 

Applied Informatics. The title of thesis is the "Analytical Calculation of the Medial 

Axis Transform (MAT) for connected components in binary images".The Medial 

Axis Transform (MAT) is the set of all points that are more than one closest to the 

boundary line (contour) of an object. Originally was referred as topological skeleton 

and it was proposed in 1967 by Harry Blum (Habl). The analytical description for 

shapes with an algebraic description contributes to the well-founded extraction of 

useful features for the recognition of the shapes. A special case of such an application 

is in the characters of a text in which the thickness of the pencil (stroke width) 

remains practically constant. This property increases the probability that the shape 

belongs to a character and is a good feature for the identification of pure text 

regionsin a mixed type digital document (mixed document contains text and images). 
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Δηζαγσγή 

 

 
Ο MedialAxisTransform (MAT) είλαη ην ζχλνιν φισλ ησλ ζεκείσλ πνπ 

έρνπλ πεξηζζφηεξα απφ έλα πιεζηέζηεξα απφ ηελ νξηαθή γξακκή (πεξίγξακκα) ελφο 

αληηθεηκέλνπ. Αξρηθά αλαθέξεηαη σο ηνπνινγηθφο ζθειεηφο θαη πξνηάζεθε ην 1967 

απφ ηνλ HarryBlum(Habl) σο εξγαιείν αλαγλψξηζεο βηνινγηθψλ ζρεκάησλ. ηηο δχν 

δηαζηάζεηο ν MAT ελφο ππνζπλφινπ S πνπ νξηνζεηείηαη απφ ηελ επίπεδε θακπχιε C 

είλαη ν γεσκεηξηθφο ηφπνο ησλ θέληξσλ ησλ θχθισλ πνπ είλαη εθαπηφκελνη ζηελ 

θακπχιε C ζε δχν ή πεξηζζφηεξα ζεκεία. Όινη απηνί νη θχθινη πεξηέρνληαη ζην S θαη 

ίδηνο ν MAT πεξηέρεηαη ζην S. O ΜΑΣ νδεγεί ζηελ δεκηνπξγία ηνπ ζθειεηνχ ηεο 

κνξθήο πνπ πεξηγξάθεηαη απφ ην S θαη σο εθ ηνχηνπ απνηειεί ηζρπξφ εξγαιείν ζηελ 

ηαμηλφκεζε αληηθεηκέλσλ πνπ πεξηέρνληαη ζε ςεθηαθέο εηθφλεο. Ο ΜΑΣ παίδεη 

ζεκαληηθφ ξφιν ζηελ αλαγλψξηζε πξνηχπσλ, ζηελ κεραληθή θαη ξνκπνηηθή φξαζε 

θαη ζηελ πινήγεζε νρεκάησλ.  

θνπφο ηεο εξγαζίαο είλαη ν ζεσξεηηθφο ππνινγηζκφο ηνπ MAT ζε βαζηθά 

ζρήκαηα πνπ ππάξρνπλ ζπρλά ζε εηθφλεο φπσο ξάβδνη, ηφμα, θχθινη, κελίζθνη. Σα 

ζρήκαηα απηά είλαη πνιχ ζπρλά ηκήκαηα γξακκάησλ θαη επηδηψθεηαη λα ππνινγηζζεί 

αλαιπηηθά ην πειίθν ηνπ κήθνπο ηνπ πεξηγξάκκαηνο ηνπ ζρήκαηνο πξνο ην κήθνο ηνπ 

ΜΑΣ.  



 
 

 

 

 

 

 

 

Κεθάιαην 1 
 

 

 

 

1.1 Βαζικές έννοιες, ιζηορική επιζκόπηζη 

 
Ο medialaxisελφο αληηθεηκέλνπ είλαη ην ζχλνιν φισλ ησλ ζεκείσλ πνπ έρνπλ 

πεξηζζφηεξα απφ έλα θνληηλφηεξα ζεκεία ζηα φξηα ηνπ αληηθεηκέλνπ. Αξρηθά, ν φξνο 

αλαθέξεηαη σο ηνπνινγηθφο ζθειεηφο (topologicalskeleton) θαη εηζήρζε ην 1967 απφ 

ηνλ HarryBlumσο εξγαιείν γηα ηελ αλαγλψξηζε ζρεκάησλ.ηα καζεκαηηθά ε έλλνηα 

ηνπ medialaxisείλαη γλσζηή θαη σο cutlocus. Έλα απφ ηα δπζθνιφηεξα πξνβιήκαηα 

ζηελ παγθφζκηα δηαθνξηθή γεσκεηξία είλαη ε αθξηβήο πεξηγξαθή θαη πξνζδηνξηζκφο 

ηνπ cutlocusελφο ζπλφινπ. 

ην ρψξν ησλ δχν δηαζηάζεσλ (2D), ν medialaxisελφο ππνζπλφινπ Sπνπ 

νξηνζεηείηαη απφ ηελ επίπεδε θακπχιε C είλαη ν γεσκεηξηθφο ηφπνο ησλ θέληξσλ ησλ 

θχθισλ πνπ εθάπηνληαη ζηελ θακπχιε Cζε δχν ή πεξηζζφηεξα ζεκεία, κε φινπο 

απηνχο ηνπο θχθινπο λα πεξηέρνληαη ζην S. πλεπάγεηαη φηη θαη ν ίδηνο ν 

medialaxisπεξηέρεηαη ζην S. Γηα παξάδεηγκα, ν medialaxisελφο απινχ πνιπγψλνπ 



 
 

κνηάδεη κε έλα δέληξν ηνπ νπνίνπ ηα θχιια είλαη νη θνξπθέο ηνπ πνιπγψλνπ θαη νη 

αθκέο ηνπ είλαη είηε επζχγξακκα ηκήκαηα είηε ηφμα παξαβνιψλ. 

 

 

Ο medialaxisκαδί κε ηελ ζρεηηθή ζπλάξηεζε αθηίλαο ησλ εγγεγξακκέλσλ 

δίζθσλ νλνκάδεηαη medialaxistransform (MAT). Ο medialaxistransform απνηειεί κηα 

πιήξεο πεξηγξαθή ελφο ζρήκαηνο, κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηελ αλαθαηαζθεπή 

ηνπ ζρήκαηνο απηνχθαη ππάξρεη έλαο κνλαδηθφο ΜΑΣ γηα θάζε αληηθείκελν. 

 Ο MATραξαθηεξίδεηαη απφ ηηο παξαθάησ ηδηφηεηεο: 

 Μοναδικόηηηα. Τπάξρεη έλαο κνλαδηθφο MATγηα θάζε αληηθείκελν 

 Ανηιζηρεψιμόηηηα. Με δεδνκέλν ηνλ άμνλα θαη ηελ ζρεηηθή ζπλάξηεζε 

αθηίλαο κπνξεί θαλείο λα αλαθαηαζθεπάζεη ην αληηθείκελν. 

 Μείωζη διαζηάζεων. Η δηάζηαζε ηνπ ΜΑΣ είλαη κηθξφηεξε απφ 

εθείλε ηνπ αληηθεηκέλνπ ηνπ. 

 Τοπολογική ιζοδυναμία. Ο ΜΑΣ είλαη ηνπνινγηθά ηζνδχλακνο κε ην 

αληηθείκελφ ηνπ.  

Ο medialaxis γεληθεχεηαη ζε ππεξεπηθάλεηεο δηαζηάζεσλ k αληηθαζηζηψληαο 

ηνπο 2D θχθινπο κε ππεξζθαίξεο δηαζηάζεσλ k. Ο 2Dmedialaxis είλαη πνιχ 

ρξήζηκνο γηα ηελ αλαγλψξηζε ραξαθηήξσλ θαη αληηθεηκέλσλ, ελψ ν 3Dmedialaxis 

βξίζθεη εθαξκνγέο ζηελ αλαθαηαζθεπή επηθαλεηψλ γηα θπζηθά κνληέια θαη γηα ηελ 

κείσζε δηαζηάζεσλ ζε ζχλζεηα κνληέια. Αμίδεη λα ζεκεησζεί πσο ζε νπνηαδήπνηε 

 

ρήκα 1.1.1. Ο ΜΑΣ νξζνγσλίνπ παξαιιεινγξάκκνπ 



 
 

δηάζηαζε, ν medialaxis ελφο νξηνζεηεκέλνπ ζπλφινπ είλαη νκνηνπηθά ηζνδχλακνο κε 

ην αξρηθφ ζχλνιν. 

 Ο medialaxis απνηειεί επέθηαζε ηεο ζεσξίαο ησλ δηαγξακκάησλ Voronoi πνπ 

εηζήρζε απφ ηνλ Voronoi. Σν δηάγξακκα Voronoi νξίζηεθε αξρηθά γηα έλα 

πεπεξαζκέλν ζχλνιν ζεκείσλ ζηνλ ρψξν R2
 θαη ζηελ πξαγκαηηθφηεηα απηφ θαη φιεο 

νη ζρεηηθέο έλλνηεο εληνπίδνληαη ήδε απφ ηνλ Dirichlet. 

Ο ΜΑΣ εηζήρζε θαη εμεξεπλήζεθε αξρηθά απφ ηνλ Blum (Blu67, Blu73, 

BN78) κε ζθνπφ λα πεξηγξάςεη δηάθνξα ζρήκαηα. Ακέζσο κεηά ηελ εηζαγσγή ηνπ 

αλαπηχρζεθαλ αξθεηνί αιγφξηζκνη γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ ΜΑΣ γηα ζπγθεθξηκέλεο 

επίπεδεο επηθάλεηεο. Ο Montanari (Mon69) αλέπηπμε έλαλ αιγφξηζκν γηα λα 

ππνινγίζεη ηνλ ΜΑΣ ελφο πνιχπινθνπ πνιπγσληθνχ ζρήκαηνο.Ο αιγφξηζκφο ηνπ 

πξνρσξά εληνπίδνληαο ηα ζεκεία δηαθιάδσζεο θαη δηαδίδνληαο ην νξηαθφ 

πεξίγξακκα πξνο ηα κέζα θαζψο ζπλδέεη ηα ζεκεία δηαθιάδσζεο κε θαηάιιεια 

γξακκηθά ή παξαβνιηθά ηκήκαηα. Έλαο πην απνηειεζκαηηθφο αιγφξηζκνο γηα ηνλ 

ππνινγηζκφ ηνπ ΜΑΣ ελφο θπξηνχ πνιπγσληθνχ ζρήκαηνο ζηνλ O(nlogn) 

παξνπζηάζηεθε απφ ηνλ Preparata (Pre77) καδί κε έλαλ αιγφξηζκνζηνλ O(n
2
) γηα κε 

θπξηά πνιχγσλα. Ο Lee (Lee82) αλέπηπμε έλαλ αιγφξηζκνζηνλ Ο(nlogn) γηα 

πνιχγσλα κε κε θπξηέο γσλίεο. Οη Srinivasan θαη Nackman (SN87) παξνπζίαζαλ 

έλαλ αιγφξηζκν ζηνλ Ο(nh+nlogn) γηα πνιχπινθα πνιχγσλα κε ηξχπεο h. Πην 

πξφζθαηα νη Gursoy (Gur89)θαη Gursoy θαη Patrikalakis (PG90) αλέπηπμαλ έλαλ 

αιγφξηζκν γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ ΜΑΣ ελφο πνιπγσληθνχ επίπεδνπ ζρήκαηνο πνπ 

νξηνζεηείηε απφ επζχγξακκα ηκήκαηα θαη θπθιηθά ηφμα θαη ρξεζηκνπνίεζαλ απηφλ 

ηνλ αιγφξηζκν γηα λα δεκηνπξγήζνπλ πιέγκαηα πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ απηφκαηα 

θαη λα θαζνξίζνπλ ηα γεληθά ραξαθηεξηζηηθά ελφο ζρήκαηνο (GP91, GP92a, GP92b). 

Οη Guibasθαη Stolfi (GS85) δηεξεχλεζαλ ηελ ζρέζε κεηαμχ ηνπ δηαγξάκκαηνο 

Voronoiθαη ηνπ ηξηγσληζκνχ Delaunay θαη αλέπηπμαλ κηα δνκή δεδνκέλσλ ηεηξαπιήο 

αθκήο γηα λα ηα αλαπαξαζηήζνπλ. Ο Sugihara (Sug93) κειέηεζε ηελ ρξήζε ησλ 

δηαγξακκάησλ Voronoiζηελ εχξεζε ηνπ ΜΑΣ ελψ ην βηβιίν ηνπ Heldπεξηέρεη κηα 

πεξηεθηηθή αλαζθφπεζε ησλ αιγνξίζκσλ Voronoiηνπο νπνίνπο ρξεζηκνπνίεζε. 

Άιιεο αλαζεσξήζεηο ησλ αιγνξίζκσλ Voronoiέρνπλ γίλεη απφ ηνπο Aurenhammer 

(Aur91) θαη Fortune (For92). 

Άιιεο εξγαζίεο επηθεληξψζεθαλ ζε δηαθξηηέο θαη θαηά πξνζέγγηζε 

πξνζεγγίζεηο γηα ηνλ πξνζδηνξηζκφ ηνπ MAT. Ο Nackman (Nac82) πξφηεηλε έλαλ 



 
 

ηξηζδηάζηαην (3D) αιγφξηζκν φπνπ ρξεζηκνπνηεί κηα πνιπεδξηθή πξνζέγγηζε ελφο 

νκαινχ νξίνπ πξνθεηκέλνπ λα πξνθχςεη κηα πνιπεδξηθή πξνζέγγηζε ηνπ ζθειεηνχ 

ηνπ (θαη θαη’ επέθηαζε ηνπ ΜΑΣ). Ο ζπγθεθξηκέλνο αιγφξηζκνο είλαη κηα επέθηαζε 

ηεο γξακκηθήο «ζθειεηηθήο» πξνζέγγηζεο ηνπ Bookstein(Βνν79) ζε 3D.Λακβάλεη σο 

είζνδν κηα πνιπεδξηθή επηθάλεηα πνπ απνηειείηαη απφ θπξηά πνιχγσλα θαη 

δεκηνπξγεί έλα γξάθεκα θπξηψλ πνιπγψλσλ πνπ πξνζεγγίδνπλ ην ΜΑΣ ηνπ αξρηθνχ 

αληηθεηκέλνπ. Δθφζνλ ην πνιχεδξν εηζφδνπ ππνηίζεηαη φηη είλαη κηα πξνζέγγηζε ελφο 

ιείνπ θακπχινπ αληηθεηκέλνπ, έηζη θαη ε έμνδνο δελ είλαη ν ζθειεηφο ηνπ ίδηνπ ηνπ 

πνιπέδξνπ αιιά κηα ζπιινγή πνιπγψλσλ ζρεδφλ εθαπηνκέλσλ ζηνλ ζθειεηφ ηνπ 

αιεζηλνχ αληηθεηκέλνπ. Ο Lavender (LBD+92) ρξεζηκνπνίεζε κηα πξνζέγγηζε 

βαζηζκέλε ζε νθηάδεο γηα ηνλ πξνζδηνξηζκφ ηνπ δηαγξάκκαηνο Voronoi. Ο 

αιγφξηζκφο ηνπ ιεηηνπξγεί ζε ζηεξεά κνληέια ζεσξεηηθψλ ζπλφισλ, πνπ 

απνηεινχληαη απφ ζπλελψζεηο, δηαζηαπξψζεηο θαη δηαθνξηθά πξσηφγνλσλ πεξηνρψλ 

πνπ αληηπξνζσπεχνληαη απφ κηα ζπιινγή πνιπσλπκηθψλ αληζνηήησλ θαη παξάγεη έλα 

octree (ή quadtreeζε 2-δηαζηάζεηο) πνπ ρσξίδεη ην ρψξν ζε πεξηνρέο 

Voronoi.ΟScottαλαθέξεη κηα κέζνδν γηα ηνλ πξνζδηνξηζκφ ηνπ Άμνλα πκκεηξίαο 

(έλα ππεξζχλνιν ηνπ ΜΑΣ) ε νπνία βαζίδεηαη ζε κηα ζπλδπαζκέλε δηαδηθαζία 

δηάρπζεο θχκαηνο ζην επίπεδν. Ο αιγφξηζκφο ηνπ πξνρσξά εθρσξψληαο ζε θάηη 

νξηαθφ εηθνλνζηνηρείν (pixel) κηα κνλαδηαία κεηαηφπηζε πάλσ ζην επίπεδν θαη ζε 

θάζε άιιν εηθνλνζηνηρείν κηα κεδεληθή κεηαηφπηζε θη έπεηηα δηαδίδεη έλα θχκα απφ 

ην φξην. Σν θχκα απηφ εμαζζελεί απφ κηα δηαδηθαζία δηάρπζεο πξνθεηκέλνπ λα 

κεησζεί ην αξηζκεηηθφ ζθάικα θαη ηα ηνπηθά κέγηζηα ηνπ θχκαηνο ζεσξείηαη φηη 

βξίζθνληαη πάλσ ζηνλ Άμνλα πκκεηξίαο. Ωζηφζν, παξά ηελ ρξεζηκφηεηα ηνπ 

αιγνξίζκνπ ζε δπαδηθέο εηθφλεο ρακειήο αλάιπζεο, ην ζθάικα κπνξεί λα είλαη 

κεγάιν γηα πςειφηεξεο αλαιχζεηο θαζψο θη νη απαηηήζεηο κλήκεο θαη επεμεξγαζίεο 

ηείλνπλ λα γίλνπλ θη απηέο αξθεηά πςειέο. 

 Ο Brandt (Bra91, Bra92) βξήθε κηα πξνζέγγηζε ηνπ ζθειεηνχ ηφζν ζην 

επίπεδν φζν θαη ζην ηξηζδηάζηαην ρψξν θάλνληαο πξψηα δηαθξηηνπνίεζε ηνπ νξίνπ. 

Γεηγκαηίδεη ην φξην ζε κηα δεδνκέλε ππθλφηεηα δεηγκαηνιεςίαο, δίλνληαο έλα 

ζχλνιν δηαθξηηψλ ζεκείσλ πνπ ζρεκαηίδνπλ πξνζεγγηζηηθά ην φξην. ην επφκελν 

βήκα εθηειεί έλα δηάγξακκα Voronoiζην ζχλνιν ησλ ζεκείσλ. Σειηθά, ηα ηκήκαηα 

ηνπ ζθειεηνχ πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηα απνηειέζκαηα ηεο θβαληνπνίεζεο 

απνξξίπηνληαη.Γεδνκέλνπ φηη ηζρχεη πσο νη λφζεο δηαθιαδψζεηο ηνπ ζθειεηνχ έρνπλ 

κηα ηαρέσο κεηαβαιιφκελε ζπλάξηεζε αθηίλαο, ν ιφγνο κεηαμχ ηεο ζπλάξηεζεο 



 
 

αθηίλαο δχν γεηηνληθψλ θνξπθψλ θαη ηεο απφζηαζεο κεηαμχ ησλ δχν θνξπθψλ 

κπνξεί λα ππνινγηζηεί. Απηή ε αλαινγία είλαη κηα πξνζέγγηζε ηεο θιίζεο ηεο 

ζπλάξηεζεο αθηίλαο. Αλ ε αλαινγία απηή ηείλεη ζην 1 ηφηε ε θνξπθή κε ηελ 

κηθξφηεξε αθηίλα κπνξεί λα απνξξηθζεί. Μηα άιιε ζηξαηεγηθή γηα ηελ απνκάθξπλζε 

ηέηνησλ λφζσλ δηαζηαπξψζεσλ αλαιχεηαη ζηνλ αιγφξηζκν Bra92. Απηή ε πξνζέγγηζε 

επηρεηξεί λα ηαμηλνκήζεη θάζε κηα απφ ηηο θνξπθέο ζην εζσηεξηθφ δηάγξακκα 

Voronoiζχκθσλα κε ην πφζα ίρλε (νξζή πξνβνιή ή ίρλνο ελφο ζεκείνπ Α πάλσ ζε 

κηα επζεία ε νλνκάδεηαη ην ζεκείν ηνκήο Α' ηεο επζείαο ε κε ηελ θάζεηε πξνο απηήλ 

πνπ δηέξρεηαη απφ ην Α.) έρεη ε θνξπθή. Ο αξηζκφο ησλ ηρλψλ πξνζδηνξίδεηαη 

ιακβάλνληαο ηελ κέγηζηε ζθαίξα ζηελ θνξπθή, απμάλνληαο ηελ αθηίλα ειαθξά θαη 

ηέκλνληαο ηελ δηεπξπκέλε ζθαίξα κε ην φξην. Απηή ε ηνκή ρσξίδεη ηελ επηθάλεηα ηεο 

ζθαίξαο ζε πεξηνρέο πνπ βξίζθνληαη είηε εληφο είηε εθηφο ηεο πεξηνρήο. Κάζε πεξηνρή 

πνπ βξίζθεηαη έμσ απφ ην φξην ζεσξείηαη φηη αληηζηνηρεί ζε έλα ίρλνο.Γεδνκέλνπ φηη 

ζηελ πιεηνςεθία ησλ ζθειεηψλ πξνθχπηνπλ 2 ίρλε κε απηή ηελ δηαδηθαζία, κφλν ηα 

ζεκεία απηά δηαηεξνχληαη θαη ηα ππφινηπα απνξξίπηνληαη.  

 Ο Chiang (Chi92) παίξλεη κηα επίπεδε πεξηνρή πνπ νξηνζεηείηαη απφ 

C
*
θακπχιεο θαη εθηειεί απνζχλζεζεζηνηρείσλ ηνπ επηπέδνπ ζε κηα γεηηνληθή 

πεξηνρή. ε θάζε ζηνηρείν εθρσξείηαη κηα θαηά πξνζέγγηζε απφζηαζε απφ ην 

πιεζηέζηεξν ζεκείνπ ζην φξην ηεο πεξηνρήο ρξεζηκνπνηψληαο έλαλ αιγφξηζκν πνπ 

νθείιεηαη ζηνλ Danielson (Dan80) ν νπνίνο ππνινγίδεη ηνλ Δπθιείδεην 

κεηαζρεκαηηζκφ ηεο απφζηαζεο. Απηέο νη πιεξνθνξίεο ρξεζηκνπνηνχληαη αξγφηεξα 

γηα ηελ εχξεζε ελφο αξρηθνχ ζεκείνπ γηα αλίρλεπζε ησλ αμνληθψλ δηαθιαδψζεσλ ζε 

δχν δηαζηάζεηο θαη γηα αλαγλψξηζε ηνπ πφηε ε ηρλειάηεζε έρεη πεξάζεη απφ ην ηέινο 

κηαο δηαθιάδσζεο. Η αλίρλεπζε ρξεζηκνπνηεί ηηο πιεξνθνξίεο απηέο γηα λα 

θαζνξίζεη ζε πνην φξην βξίζθνληαη ηα ίρλε ηνπ εθάζηνηε MAT.ε πεξίπησζε πνπ 

απηά ηα ζηνηρεία είλαη γλσζηά, ζρεκαηίδεηαη έλα ζχλνιν εμηζψζεσλ πνπ 

πεξηγξάθνπλ ηε δνκή ηνπ MAT θνληά ζην δεδνκέλν ζεκείν.Υξεζηκνπνηψληαο απηέο 

ηηο εμηζψζεηο γηα ηνλ πξνζδηνξηζκφ ηεο εθαπηνκέλεο ζην ΜΑΣ ζην δεδνκέλν ζεκείν, 

δηαλχεηαη κηα κηθξή απφζηαζε θαηά κήθνο ηεο εθαπηνκέλεο, ην ζεκείν βειηηψλεηαη 

κε ηελ επαλάιεςε Newtonθαη πξαγκαηνπνηείηαη ην επφκελν βήκα αλίρλεπζεο. ε 

θάζε βήκα, νη πιεξνθνξίεο γηα ηελ απφζηαζε ρξεζηκνπνηνχληαη γηα λα θαζνξηζηεί αλ 

ε ηξέρνπζα δηαθιάδσζε είλαη αλελεξγή ή φρη. Αλ λαη, ηφηε έρεη βξεζεί έλα ζεκείν 

δηαθιάδσζεο ή έλα ηειηθφ ζεκείν θη ε ηρλειάηεζε είηε ζπλερίδεηαη ζε άιιε 

δηαθιάδσζε είηε ζηακαηάεη. Παξφιν πνπ ε ηρλειάηεζε δελ επεθηείλεηαη ζε 3-



 
 

δηαζηάζεηο, ν Chiangαλαθέξεη φηη ν ίδηνο Δπθιείδεηνο κεηαζρεκαηηζκφο ηεο 

απφζηαζεο κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηνλ πξνζδηνξηζκφ κηαο πξνζέγγηζεο ηνπ 

MAT.Έλαο απιφο ηξφπνο ρξήζεο ηνπ κεηαζρεκαηηζκνχ ηεο απφζηαζεο είλαη λα 

πξνζδηνξίζνπκε εθείλα ηα ζεκεία πνπ έρνπλ ηνπηθά κέγηζηεο ηηκέο απφζηαζεο κεηά 

ηελ πξαγκαηνπνίεζε ηνπ κεηαζρεκαηηζκνχ. Σέηνηα ζεκεία είλαη ζαθψο θνληά ζηα 

θέληξα ησλ κέγηζησλ δίζθσλ θη έηζη κπνξεί λα ζεσξεζεί φηη παξέρνπλ κηα 

πξνζέγγηζε ηνπ MAT. 

 Ο Sudhalkar (SGP93) εηζάγεη έλα ζχλνιν πνπ νλνκάδεηαηboxskeletonην νπνίν 

ππνζηεξίδεη φηη έρεη ηδηφηεηεο πνπ θαζηζηνχλ ηνλ ΜΑΣ ηδαληθφ σο ελαιιαθηηθή 

αλαπαξάζηαζε ηνπ ζρήκαηνο.πγθεθξηκέλα, ην boxskeleton παξνπζηάδεη κείσζε 

δηαζηάζεσλ, νκνηνπηθή ηζνδπλακία θαη αληηζηξεςηκφηεηα. Ωζηφζν, ν ζθειεηφο 

νξίδεηαη ρξεζηκνπνηψληαο ηελ L∞λφξκα (boxnorm) αληί γηα ηελ Δπθιείδεηα λφξκα θη 

έηζη κπνξεί λα πξνθχπηεη θάηη αξθεηά δηαθνξεηηθφ απφ ηνλ ΜΑΣ. Ο αιγφξηζκφο ηνπ 

γηα ηνλ πξνζδηνξηζκφ ηνπ ζθειεηνχ ιεηηνπξγεί ζε δηαθξηηά αληηθείκελα 

θαηαζθεπαζκέλα απφ ηεηξάγσλα (ή θχβνπο ζε 3-δηαζηάζεηο)θαη πξνρσξά 

ιεπηχλνληαο ην αληηθείκελν δηαηεξψληαο παξάιιεια νκνηνπηθή ηζνδπλακία κε ην 

αξρηθφ αληηθείκελν. Γηα λα γίλεη απηή ε ιέπηπλζε ην αληηθείκελν κεηαηξέπεηαη ζε 

γξαθηθή παξάζηαζε ζην επίπεδν. Σα φξηα κεηαμχ γεηηνληθψλ pixelζεσξνχληαη αθκέο 

ηνπ γξαθήκαηνο θαη νη ηνκέο απηψλ ησλ αθκψλ είλαη νη θνξπθέο ηνπ γξαθήκαηνο. Σν 

πξψην βήκα ιέπηπλζεο μεθηλά αληηθαζηζηψληαο ην γξάθεκα απφ ην ηκήκα ηνπ 

γξαθήκαηνο πνπ είλαη εζσηεξηθφ ζην αξρηθφ γξάθεκα. Γεδνκέλνπ φηη απηή ε 

δηαδηθαζία θαη κφλν κπνξεί λα νδεγήζεη ζε έλαλ απνζπλδεδεκέλν ζθειεηφ, ην φξην 

―ζπξξηθλψλεηαη‖ γχξσ απφ ηνλ ζθειεηφ θαζψο ιεπηαίλεη. Γηαδηθαζίεο πνπ 

βαζίδνληαη ζε απηέο ηηο ηδέεο έρνπλ αλαπηπρζεί ηφζν γηα 2D φζν θαη γηα 3Dδηαθξηηά 

αληηθείκελα.  

 Οη πεξηζζφηεξνη απφ ηνπο ηξηζδηάζηαηνπο αιγνξίζκνπο (φπσο νη παξαπάλσ) 

είλαη δηαθξηηνί αιγφξηζκνη. Απ’ φ,ηη γλσξίδνπκε, ειάρηζηεο πξνζεγγίζεηο έρνπλ 

πξνηαζεί, ιφγσ θπξίσο ηεο ππνινγηζηηθήο πνιππινθφηεηαο πνπ ηηο δηέπεη. Μία απφ 

ηηο ιίγεο ηέηνηεο ηερληθέο αλαπηχρζεθε απφ ηνλ Hoffmann (Hof94), ν νπνίνο πξφηεηλε 

κηα κέζνδν γηα ηε ζπλαξκνιφγεζε ηνπ ΜΑΣ ελφο CSGαληηθεηκέλνπ. Η κέζνδφο ηνπ 

πξνρσξά απνξξίπηνληαο ζεκεία πιεζηέζηεξεο πξνζέγγηζεο κεηαμχ δεπγψλ νξηαθψλ 

ζηνηρείσλ θαη ειέγρεη απηά ηα ζεκεία γηα λα βεβαησζεί φηη πξαγκαηηθά αλήθνπλ ζηνλ 

MAT. (Κάζε έλα απφ απηά ηα ζεκεία αλήθεη ζηνλ ΜΑΣ αλ θαη κφλν αλ ε απφζηαζε 

απφ ην δεχγνο ησλ ζηνηρείσλ είλαη κηθξφηεξε ή ίζε κε ηηο απνζηάζεηο απφ ηα άιια 



 
 

νξηαθά ζηνηρεία.) ηε ζπλέρεηα, ηα ζεκεία ηαμηλνκνχληαη ζε ζεηξά απμαλφκελεο 

απφζηαζεο απφ ην φξην θαη γίλεηαη κηα ηνπηθή αλάιπζε γχξσ απφ θάζε ζεκείν κε 

ζθνπφ λα πξνζδηνξηζηεί αλ ηα ζεκεία βξίζθνληαη ζε κηα άθξε ή θάπνηα θνξπθή ηνπ 

ΜΑΣ. Απηφο ν πξνζδηνξηζκφο γίλεηαη κε ηελ αλαγλψξηζε φισλ ησλ νξηαθψλ 

ζηνηρείσλ πνπ βξίζθνληαη ζηελ ίδηα ειάρηζηε απφζηαζε απφ ην ζεκείν θαη 

ζρεκαηίδνπλ έλα ζχλνιν εμηζψζεσλ νη νπνίεο πεξηγξάθνπλ ην ηζαπέρνλ ζχλνιν ζην 

νπνίν αλήθεη ην ζεκείν. Με ηελ ρξήζε ηεο ζεσξίαο ηνπ Jacobγηα ηέηνηνπ είδνπο 

εμηζψζεηο πξνβιέπεηαη αλ ην ζεκείν βξίζθεηαη ζε κηα άθξε ή ζε θάπνηα θνξπθή ηνπ 

ζθειεηνχ. Ωζηφζν, ε κέζνδνο απηή θαίλεηαη πσο δελ αλαπηχρζεθε θαη εθαξκφζζεθε 

πεξαηηέξσ. Δπηπιένλ, είλαη απαξαίηεην ζηε κέζνδν λα ελσζνχλ ηα ηζαπέρνληα 

ζεκεία κεηαμχ ηνπο ψζηε λα απνξξηθζνχλ ηκήκαηα πνπ δελ αλήθνπλ ζηνλ MATθάηη 

πνπ απαηηεί επηπιένλ ππνινγηζηηθφ θφζηνο. 

Οη ReddyθαηTurkiyyah(RT94) πξφηεηλαλ πξφζθαηα έλαλ αιγφξηζκν γηα ηνλ 

πξνζδηνξηζκφ ηνπ MATελφο ηξηζδηάζηαηνπ πνιπέδξνπ ζρεηηθά βαζηζκέλνηζηε 

γελίθεπζε ηνπ δηαγξάκκαηνο Voronoi. Απηνί ππνιφγηζαλ έλαλ αθεξεκέλν 

ηξηγσληζκφ Delaunayηνπ πνιπέδξνπ θαη ρξεζηκνπνίεζαλ ην απνηέιεζκα γηα λα 

βξνπλ ην γεληθεπκέλν δηάγξακκα Voronoi. Ο MATηνπ πνιπέδξνπ πξνθχπηεη κε ηελ 

απφξξηςε νξηζκέλσλ ζηνηρείσλ ηνπ γεληθεπκέλνπ δηαγξάκκαηνο Voronoi. Ο 

αιγφξηζκνο κπνξεί λα πξνζδηνξίζεη ξεηά νξηζκέλα θξίζηκα ζεκεία ηνπ ζθειεηνχ, 

αιιά δελ πεξηέρεη αθξηβείο αλαπαξαζηάζεηο ησλ θακππιψλ θαη ησλ επηθαλεηψλ 

ζπλζέηνληαο ηνλ ΜΑΣ.   

 Καηά ηνλ θαζνξηζκφ κηαο κεζφδνπ γηα ηνλ ππνινγηζκνχ ηνπ ΜΑΣ ζε 3-

δηαζηάζεηο είλαη αλαγθαίν λα ιάβνπκε ππφςηλ ηα ραξαθηεξηζηηθά ησλ παξαπάλσ 

ηερληθψλ. Πνιιέο απφ ηηο παξαπάλσ ηερληθέο έρνπλ ζεκεία πνπ κπνξεί λα καο 

βνεζήζνπλ ζηελ αλάπηπμε κηαο νινθιεξσκέλεο πξνζέγγηζεο. Αλ θαη ε πξνζέγγηζε 

ηνπ Brandt (Bra91, Bra92) είλαη θάπσο πεξηνξηζκέλε ζηελ θβαληνπνίεζε, ην έξγν 

ηνπ γηα ηελ ηαμηλφκεζε ησλ ζεκείσλ ηνπ ζθειεηνχ θαίλεηαη αξθεηά νινθιεξσκέλν. 

Σν έξγν ηνπ Chiang (Chi92) ζρεηηθά κε ην πξφβιεκα ησλ 3-δηαζηάζεσλ είλαη 

πξνθαηαξθηηθφ, αιιά ε βαζηθή ηνπ ηδέα γηα ηελ αλίρλεπζε δηαζηαπξψζεσλ ζε 2-

δηαζηάζεηο ρξεζηκνπνηψληαο έλα ζχλνιν πνιπσλπκηθψλ εμηζψζεσλ πνπ είλαη 

επεθηάζηκεο ζε 3-δηαζηάζεηο θαζψο θαη ν Δπθιείδεηνο κεηαζρεκαηηζκφο ηεο 

απφζηαζεο ζα κπνξνχζε λα είλαη ζεκαληηθφ γηα ηε κείσζε ηνπ ρξφλνπ εθηέιεζεο 

ελφο αιγνξίζκνπ. 



 
 

 Αξθεηέο εξγαζίεο αλαιχνπλ επίζεο νξηζκέλεο απφ ηηο καζεκαηηθέο ηδηφηεηεο 

ηνπ ΜΑΣ θαη ηηο κεηαηξνπέο απφ κηα αλαπαξάζηαζε ΜΑΣ ζε κηα αλαπαξάζηαζε 

ζπλφξσλ. Ο Welter (Wol92) παξέρεη κηα δηεμνδηθή αλάιπζε ησλ ηνπνινγηθψλ 

ηδηνηήησλ ηνπMAT θαη απνδεηθλχεη ηε ζρέζε κεηαμχ ηνπ ΜΑΣ θαη ησλ ζρεηηθψλ 

ζπλφισλ ζπκκεηξίαο φπσο ν γεσκεηξηθφο ηφπνο. Οη Chiangθαη Brandtκειέηεζαλ 

πνιιέο απφ ηηο καζεκαηηθέο ηδηφηεηεο ηνπ ΜΑΣ, ηδηαίηεξα γηα ηνπο δηζδηάζηαηνπο 

ρψξνπο. Σν πξφβιεκα ησλ 3-δηαζηάζεσλ εμεηάδεηαη ιεπηνκεξψο απφ ηνλ Nackman 

(Nac82), ν νπνίνο επίζεο εμάγεη ζρέζεηο κεηαμχ ηεο θακππιφηεηαο ηνπ ζπλφξνπ, ηνπ 

MAT θαη ηεο ζπλάξηεζεο αθηίλαο. Οη Vermeer (Ver94) θαη Gelston θαηDutta (GD95) 

κειέηεζαλ ηελ κεηαηξνπή απφ κηα αλαπαξάζηαζε ΜΑΣ ζε κηα αλαπαξάζηαζε 

ζπλφξσλ. 

 

ρήκα 1.1.2. ρεκαηηθή απεηθφληζε ηνπ ΜΑΣ κηαο θιεηζηήο επηθάλεηαο ζηηο 2-

δηαζηάζεηο. 

 

 



 
 

  

 

ρήκα 1.1.4. ρεκαηηθή απεηθφληζε ηνπ MAT γηα ζχλζεηεο επηθάλεηεο 

 

 

 Σν παξαπάλσ θείκελν απνηειεί αληηθείκελν κειέηεο θη έρεη γξαθεί ζην paper 

κε ηίηιν «Computation of the Medial Axis Transform of 3-D Polyhedra» θαη 

ζπγγξαθείο ηνπο Evan C. Sherbrooke, Nicholas M. Patrikalakis and Erik 

Brisson.(ENE) 

 Πέξα απφ ηηο πξναλαθεξζείζεο κεζφδνπο θαη αιγνξίζκνπο ππνινγηζκνχ ηνπ 

ΜΑΣ ππάξρνπλ δχν επηπιένλ, πην πξφζθαηεο, πξνζεγγίζεηο γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ 

ΜΑΣ. Ηπξψηεθαηαγξάθεηαηζηνpaperκεηίηιν «Q-MAT: 

ComputingMedialAxisTransformbyQuadraticErrorMinimization» θαη ζπγγξαθείο 

ηνπο PanLiandBinWang, FengSun, XiaohuGuo, 

ρήκα 1.1.3. ρεκαηηθή απεηθφληζε ηνπ ΜΑΣ γηα απιέο επηθάλεηεο: (a,b) Laplacianbased 

MAT (c,d) Hessianbased MAT 



 
 

CaimingZhangandWenpingWangενπνίαρξεζηκνπνηεί ηελ δηφξζσζε ηεηξαγσληθνχ 

ζθάικαηνο (QEM) πξνθεηκέλνπ λα ππνινγίζεη ηνλ ΜΑΣ. Ο ζπγθεθξηκέλνο 

αιγφξηζκνο (Q-MAT) αθνινπζεί ηελ δηφξζσζε ηεηξαγσληθνχ ζθάικαηνο (Garland 

θαη Heckbert 1997) κε βάζε ηελ απφξξηςε ησλ αθκψλ. Όιεο νη αθκέο ηαμηλνκνχληαη 

ζχκθσλα κε ηηο ηηκέο θφζηνπο ηνπο θαη ε αθκή κε ην κηθξφηεξν θφζηνο απνξξίπηεηαη 

επαλαιεπηηθά κε ζθνπφ λα πξνθχςεη κηα λέα ζθαίξα mgσο απνηέιεζκα ηεο 

ζπγρψλεπζεο ησλ δχν ηειηθψλ ζεκείσλ ηεο αθκήο. ηελ πνξεία ηνπ αιγνξίζκνπ 

ππνινγίδεηαη ε βέιηηζηε ζέζε ηεο λέαο ζθαίξαο mgφηαλ κηα αθκή απνξξίπηεηαη 

θαζψο θαη ην θφζηνο απφξξηςεο cijκηαο αθκήο eijψζηε λα θαζνξηζηεί ε πξνηεξαηφηεηά 

ηεο γηα ζπγρψλεπζε. Η πξνζέγγηζε απηή βαζίζηεθε βέβαηα θαη ζε θάπνηεο 

πξνεγνχκελεο πξνζπάζεηεο ππνινγηζκνχ ηνπ ΜΑΣ. Αξρηθά, εκέζνδνοAngle-

basedfiltering (Am96) ππνινγίδεη, γηαθάζεζεκείνηνπmedialaxis, ηεγσλία πνπ 

ζρεκαηίδεηαη απφ ηα δχν πιεζηέζηεξα ζεκεία ηνπ ζην φξην ηνπ ζρήκαηνο. Αθαηξεί 

έλα ζεκείν ηνπ medialaxisαλ ε γσλία πνπ ζρεκαηίδεηαη κε απηφ ην ζεκείν είλαη 

κηθξφηεξε απφ κηα ηηκή πνπ θαζνξίδεηαη απφ ηνλ ρξήζηε. Απφ ηελ κέζνδν απηή 

πξνθχπηεη ζπλήζσο έλαο απινπνηεκέλνο medialaxisκε δηαθνξεηηθή ηνπνινγία απφ 

ηνλ αξρηθφ, αλ θαη κπνξεί λα δηαηεξεί αξθεηά θαιά ηα ηνπηθά ραξαθηεξηζηηθά ηνπ. 

Δπηπιένλ, ε κέζνδνο ι-medial axis (Chazal and Lieutier 2005)ρξεζηκνπνηεί ηελ 

αθηίλα ηεο ζθαίξαο πνπ πεξηβάιιεη ηα πιεζηέζηεξα ζεκεία ηνπ medialaxisζαλ 

θξηηήξην απφξξηςεο. Έλα ζεκείν ηνπ medialaxisαθαηξείηαη αλ ε αθηίλα ηεο ζθαίξαο 

ζηελ νπνία αλήθεη ην ζεκείν απηφ είλαη κηθξφηεξε απφ έλα δεδνκέλν φξην ι. Γηα 

κηθξέο ηηκέο ηνπ ι δηαηεξείηαη ε ηνπνινγία ηνπ medialaxisαιιά απηφ ην θξηηήξην δελ 

κπνξεί λα δηαηεξήζεη ηα ραξαθηεξηζηηθά ηνπ ζε δηαθνξεηηθέο θιίκαθεο. Μηα άιιε 

κέζνδνο πνπ ιέγεηαη ScaleAxisTransform (SAT) (Miklosetal. 2010) είλαη πην 

απνηειεζκαηηθή απφ ηηο πξνεγνχκελεο. ηε κέζνδν απηή, αξρηθά, φιεο νη ζθαίξεο 

θιηκαθψλνληαη θαηά έλαλ παξάγνληα s>1. Μεηά ηελ θιηκάθσζε, κηα ζθαίξα 

απνξξίπηεηαη αλ πεξηέρεηαη ζε κηα άιιε ζθαίξα. ε απηφ ην βήκα κπνξεί λα ραζνχλ 

θάπνηα νκνηνπηθά ραξαθηεξηζηηθά ηνπ αξρηθνχ αληηθεηκέλνπ δηφηη κπνξεί λα 

θαιπθζνχλ ηπρφλ ζηελά θελά ή κηθξέο ηξχπεο πνπ ππήξραλ. Σν ηειηθφ αληηθείκελν 

πξνθχπηεη κε θιηκάθσζε πξνο ηα πίζσ ησλ ζθαηξψλ πνπ έρνπλ απνκείλεη θαηά ηνλ 

παξάγνληα 1/s. Αλ ε ηηκή ηνπ sνξηζηεί λα είλαη αξθεηά κεγάιε ζα πξνθχςεη έλαο 

αξθεηά ζπκπαγήο ΜΑΣ κε ηνλ θίλδπλν βέβαηα ηεο απψιεηαο πνιιψλ γεσκεηξηθψλ 

ραξαθηεξηζηηθψλ. Οη πεξηζζφηεξεο απφ ηηο ππάξρνπζεο κεζφδνπο απινπνίεζεο ηνπ 

ΜΑΣ ζπλδένπλ ηνλmedialaxisκε ηελ έλσζε ησλ ζθαηξψλ θαη απινπνηνχλ ηνλ ΜΑΣ 



 
 

ρξεζηκνπνηψληαο έλα δεδνκέλν φξην. Αληίζεηα, ν αιγφξηζκνο Q-MATρξεζηκνπνηεί 

ηελ παξεκβνιή ζθαηξψλ ηνπ medialaxisγηα λα νξίζεη έλα θνκκάηη ηνπ ΜΑΣ. 

Δπηπιένλ, ε πηνζέηεζε κηαο κέηξεζεο ηεηξαγσληθψλ ζθαικάησλ επηηξέπεη ηελ 

επίηεπμε πην άκεζεο θαη αθξηβέζηεξεο απινπνίεζεο ηνπ ΜΑΣ. 

Όζνλ αθνξά ηελ δεχηεξε κέζνδν, πεξηγξάθεηαη ζην paper κε ηίηιν «Medial 

Axis Computation for Planar Free–Form Shapes» θαη ζπγγξαθείο ηνπο O. Aichholzer, 

W. Aigner, F. Aurenhammer, T. Hackl, B. Juttler , M. Rabl(MacP) θη είλαη κηα απιή 

θαη γξήγνξε κέζνδνο πνπ απαηηεί ιηγφηεξα δεδνκέλε θάηη πνπ ηελ θαζηζηά 

απνηειεζκαηηθφηεξε. Η κέζνδνο απηή ρξεζηκνπνηεί κηα πξνζέγγηζε ηνπ νξίνπ ηνπ 

ζρήκαηνο κε πξνζαξκνζκέλν ηξφπν θαη ν αιγφξηζκνο ιεηηνπξγεί άκεζα ζε ζρήκαηα 

πνπ νξηνζεηνχληαη απφ θπθιηθά ηφμα. Απηφ έρεη δχν ζεκαληηθά πιενλεθηήκαηα: (1) 

Γηα ηελ αθξίβεηα ηεο πξνζέγγηζεο, ν ζφξπβνο ησλ δεδνκέλσλ κεηαπίπηεη απφ Ν ζε 

n=O(N
2/3

) ζε ζρέζε κε ηελ ρξήζε πνιπγσληθήο πεξηγξαθήο. (2) Μπνξεί λα 

δηαηεξείηαη ε κνλνηνλία ηεο θακππιφηεηαο ηνπ πξσηφηππνπ ζρήκαηνο θάηη πνπ θάλεη 

ηνλππνινγηζκέλν medialaxisλα ζπγθιίλεη πξνο ηνλ πξαγκαηηθφ medialaxis. Αμίδεη λα 

ζεκεησζεί φηη ν medialaxisελφο ζρήκαηνο κε ηκεκαηηθά θπθιηθφ φξην απνηειείηαη 

απφ θσληθά ηφμα θη έηζη έρεη ηελ ίδηα αλαιπηηθή πνιππινθφηεηα κε ηηο πνιπγσληθέο 

επηθάλεηεο. Ο αιγφξηζκνο πηνζεηεί ηελ πξνζέγγηζε απνζχλζεζεο ζρήκαηνο θη έηζη 

γίλεηαη απινχζηεξνο. Καζψο ε απνζχλζεζε γίλεηαη απφ εγγεγξακκέλνπο δίζθνπο, ε 

κέζνδνο είλαη θαηάιιειε γηα ζρήκαηα κε ηκεκαηηθά θπθιηθά φξηα. Ο αιγφξηζκνο 

εθηειείηαη ζηνλ αλακελφκελν ρξφλν Ο(nlogn) εθφζνλ πιεξνχληαη θάπνηεο 

πξνυπνζέζεηο ζρεηηθά κε ηε δηάκεηξν ηνπ medialaxis. 

ήκεξα νη δχν επηθξαηέζηεξνη αιγφξηζκνπ πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη γηα ηνλ 

ππνινγηζκφ ηνπ MAT είλαη νminimumdistancetransformθαη ν 

extendedgrassfiretransform.  ηελ πξψηε κέζνδν ν ΜΑΣ πξνθχπηεη ππνινγίδνληαο 

ηελ απφζηαζε dιχλνληαο έλα ζχλνιν εμηζψζεσλ κε ηηο ιχζεηο λα πξνθχπηνπλ ζε 

θαξηεζηαλφ ζχζηεκα. ηε ζπλέρεηα εμάγνληαη ζεκεία ηνπ ΜΑΣ κε βάζε ηηο ιχζεηο 

γηα ηελ απφζηαζε dκέζσ ελφο θξηηεξίνπ, ηεο Λαπιαζηαλήο ή Δζζηαλήο νξίδνπζαο 

ησλ d. Απηφ ην ζχλνιν ζεκείσλ ιεπηχλεηαη πεξαηηέξσ ζε θακπχιεο θαη επηθάλεηεο κε 

εηδηθνχο αιγνξίζκνπο. 

ρεηηθά κε ηνλ δεχηεξν αιγφξηζκν, απηφο παξνκνηάδεη ηνλ medialaxisκε έλα 

ιεπηφ λήκα απφ ρφξην. Κάζε άθξν πνπ αλήθεη ζην λήκα αλαθιέγεηαη ηε ζηηγκή πνπ ε 



 
 

θσηηά, πνπ φξηζε ν Blum,θηάλεη εθεί. Η θσηηά δηαδίδεηαη απφ εθείλα ηα άθξα θαηά 

κήθνο ηνπ medialaxis κε ζηαζεξή ηαρχηεηα. Όηαλ έλα κέησπν ππξθαγηάο θηάζεη ζε 

κηα δηαζηαχξσζε ζπλερίδεη αλ έρεη απνκείλεη αθξηβψο έλα θιαδί πνπ δελ έρεη θαεί θαη 

εμαθαλίδεηαη εάλ απνκέλνπλ δχν ή πεξηζζφηεξα θιαδηά. Όηαλ ζπλαληψληαη πνιιά 

κέησπα ππξθαγηάο ζην ίδην ζεκείν θαη εθφζνλ δελ έρνπλ απνκείλεη άθαπζηα θιαδηά 

ηα κέησπα ηεο θσηηάο ζβήλνπλ εθεί. Η δηαδηθαζία ηεξκαηίδεηαη φηαλ θαλέλα κέησπν 

ππξθαγηάο δελ είλαη πιένλ ελεξγφ. Έλα απιφ παξάδεηγκα θαίλεηαη ζηελ παξαθάησ 

αιιεινπρία εηθφλσλ.  

 

ρήκα 1.1.5. Απεηθφληζε ηεο πνξείαο ηνπ αιγνξίζκνπ extendedgrassfiretransform 

 

 

 

 

 

 

 

 

Κεθάιαην 2 

 

 



 
 

Γηάθνξεο ρξήζεηο θαη επεθηάζεηο ηνπ 

ΜΑΣ 

2.1 Χρήζεις ηοσ ΜΑΣ ζε διάθοροσς ηομείς 

 

Ο MAT είλαη κηα επξέσο ρξεζηκνπνηνχκελε θαη θαιά ζεκειησκέλε καζεκαηηθή 

έλλνηα ε νπνία κπνξεί λα εθαξκνζηεί ζε δηάθνξνπο ηνκείο, φπσο: 

1. Computervision: O MAT κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηελ εμαγσγή ηνπ 

ζθειεηνχ ελφο αληηθεηκέλνπ ζε κηα εηθφλα, ν νπνίνο κπνξεί λα 

ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηελ αλαγλψξηζε αληηθεηκέλσλ, ηελ αλάιπζεο ζρήκαηνο ή 

ηελ αλίρλεπζε κνηίβσλ ζε εηθφλεο. 

2. Ρνκπνηηθή: O MAT κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηελ απνθπγή εκπνδίσλ, ηνλ 

ζρεδηαζκφ δηαδξνκήο θαη ηελ πινήγεζε γηα ξνκπφη ζε πνιχπινθα 

πεξηβάιινληα. 

3. Γεσκεηξία: Ο MAT κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηελ απινπνίεζε ζρεκάησλ 

θαη πιεγκάησλ ζε ηξηζδηάζηαηα κνληέια, δηεπθνιχλνληαο ηελ εξγαζία θαη ηελ 

νπηηθνπνίεζή ηνπο. 

4. Δπεμεξγαζία εηθφλαο: Ο MAT κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηκεκαηνπνίεζε 

θαη αλάιπζε εηθφλαο, φπνπ κπνξεί λα βνεζήζεη ζηνλ εληνπηζκφ πεξηνρψλ 

ελδηαθέξνληνο ζε κηα εηθφλα, θαζψο θαη γηα ζπκπίεζε εηθφλαο, φπνπ κπνξεί 

λα βνεζήζεη ζηε κείσζε ηνπ αξηζκνχ ησλ ζεκείσλ ζε έλα πιέγκα 

δηαηεξψληαο παξάιιεια ην ζρήκα ηνπ. 

5. Ιαηξηθή απεηθφληζε: Ο MAT κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηελ αλάιπζε 

ηαηξηθψλ εηθφλσλ, φπσο αμνληθέο ηνκνγξαθίεο θαη καγλεηηθέο ηνκνγξαθίεο, 

γηα ηνλ εληνπηζκφ θαη ηελ αλαγλψξηζε ζεκαληηθψλ δνκψλ, φπσο νζηά, 

αηκνθφξα αγγεία θαη φξγαλα. 

6. GIS (πζηήκαηα Γεσγξαθηθψλ Πιεξνθνξηψλ) θαη ραξηνγξαθία: Ο MAT 

κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηελ απινπνίεζε ηεο αλαπαξάζηαζεο 

δεδνκέλσλ εδάθνπο, δηεπθνιχλνληαο ηε δεκηνπξγία ραξηψλ θαη ηελ εθηέιεζε 

ρσξηθήο αλάιπζεο. 

7. Παηρλίδηα θαη θηλνχκελα ζρέδηα: Ο MAT κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηε 

δεκηνπξγία θηλνχκελσλ εηθφλσλ θαη παηρληδηψλ, ηα νπνία κπνξεί λα 

ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηε δεκηνπξγία πνιχπινθσλ, επέιηθησλ θαη δπλακηθψλ 



 
 

θηλνχκελσλ εηθφλσλ ή γηα ηε δεκηνπξγία ξεαιηζηηθψλ θπζηθψλ 

πξνζνκνηψζεσλ. 

 

2.2 Χρήζεις ηοσ ΜΑΣ ζηην Ιαηρική 

 

 ηελ ηαηξηθή, oMAT ζα κπνξνχζε λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηελ αλάιπζε 

ηαηξηθψλ εηθφλσλ φπσο αμνληθέο ηνκνγξαθίεο, καγλεηηθέο ηνκνγξαθίεο θαη 

αθηηλνγξαθίεο γηα ηελ εμαγσγή ηεο δνκήο ησλ νζηψλ, ησλ νξγάλσλ θαη ησλ 

ηζηψλ. Γηα παξάδεηγκα, oMAT κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηελ ηκεκαηνπνίεζε 

ησλ νζηψλ ζε κηα ηαηξηθή εηθφλα θαη γηα ηνλ πξνζδηνξηζκφ ηεο θεληξηθήο 

γξακκήο ή ηνπ άμνλα ηνπ νζηνχ. Απηέο νη πιεξνθνξίεο κπνξνχλ ζηε ζπλέρεηα λα 

ρξεζηκνπνηεζνχλ γηα ηε κέηξεζε ηνπ πάρνπο θαη ηνπ κήθνπο ησλ νζηψλ, ηελ 

αμηνιφγεζε ηνπ βαζκνχ ζηέλσζεο ηνπ ρψξνπ ηεο άξζξσζεο ή γηα ηελ αλίρλεπζε 

ηπρφλ παξακνξθψζεσλ ή αλσκαιηψλ. 

Ο MAT ζα κπνξνχζε επίζεο λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηνλ εληνπηζκφ θαη ηελ 

αλάιπζε ηνπ ζρήκαηνο ησλ αηκνθφξσλ αγγείσλ, ησλ λεχξσλ θαη άιισλ δνκψλ ζε 

ηαηξηθέο εηθφλεο, νη νπνίεο κπνξνχλ λα παξέρνπλ ζεκαληηθέο πιεξνθνξίεο γηα ηε 

δηάγλσζε θαη ηνλ ζρεδηαζκφ ηεο ζεξαπείαο. Δπηπιένλ, ην MAT ζα κπνξνχζε λα 

ρξεζηκνπνηεζεί ζηνλ ρεηξνπξγηθφ ζρεδηαζκφ θαη ηελ πξνζνκνίσζε, γηα λα 

βνεζήζεη ζηνλ εληνπηζκφ θξίζηκσλ δνκψλ θαη ζηνλ ζρεδηαζκφ ηεο αζθαιέζηεξεο 

θαη απνηειεζκαηηθφηεξεο ρεηξνπξγηθήο πξνζέγγηζεο. 

Δίλαη ζεκαληηθφ λα ζεκεησζεί φηη ελψ νη πηζαλέο εθαξκνγέο ηνπ ΜΑΣ ζηελ 

ηαηξηθή είλαη ειπηδνθφξεο, απαηηείηαη σζηφζν πεξαηηέξσ έξεπλα θαη αλάπηπμε 

γηα ηελ πιήξε αμηνπνίεζε ησλ δπλαηνηήησλ ηνπ θαη ηε κεηαηξνπή ηνπ ζε 

πξαθηηθά θαη αμηφπηζηα θιηληθά εξγαιεία. 



 
 

 

ρήκα 3.2.1. Τπνινγηζκφο ηνπ ΜΑΣ ζε ρξσκφζσκα αλζξψπνπ 

 

 

2.3σμπεράζμαηα 

 

 πκπεξαζκαηηθά, ν Medial Axis Transform (MAT) είλαη έλα ηζρπξφ εξγαιείν 

γηα αλάιπζε εηθφλαο θαη ηελ Μεραληθή Όξαζε. Η ηθαλφηεηά ηνπ λα εμάγεη ηε 

ζθειεηηθή δνκή ησλ αληηθεηκέλσλ ζε κηα εηθφλα παξέρεη πνιχηηκεο πιεξνθνξίεο γηα 

έλα επξχ θάζκα εθαξκνγψλ. Ο MAT έρεη απνδεηρζεί φηη είλαη κηα απνηειεζκαηηθή 

θαη ζεκειησκέλε κέζνδνο, θαζηζηψληαο ηνλ κηα εμαηξεηηθά δεκνθηιή επηινγή γηα 

εξγαζίεο επεμεξγαζίαο εηθφλαο. 

 ηνλ ηνκέα ησλ γξαθηθψλ ππνινγηζηψλ, ν MAT κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί 

γηα ηελ αλάιπζε θαη ην ρεηξηζκφ ζρεκάησλ, βνεζψληαο ζηε δεκηνπξγία πην 

ξεαιηζηηθψλ θαη ειθπζηηθψλ εηθφλσλ. ηε ξνκπνηηθή, ν MAT κπνξεί λα 

ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηελ αλαγλψξηζε αληηθεηκέλσλ θαη ηνλ πξνζδηνξηζκφ ηνπ 

ζρήκαηνο, ηνπ κεγέζνπο θαη ηνπ πξνζαλαηνιηζκνχ ηνπο, θάηη πνπ είλαη θξίζηκν γηα 

ηελ απηφλνκε πινήγεζε. ηελ αλαγλψξηζε κνηίβσλ, ν MAT κπνξεί λα 

ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηε κείσζε ηεο δηάζηαζεο κηαο εηθφλαο, θαζηζηψληαο επθνιφηεξε 

ηελ ηαμηλφκεζε θαη ηελ αλαγλψξηζε αληηθεηκέλσλ. 

 Ο MAT έρεη κειεηεζεί θαη εθαξκνζηεί επξέσο ζε δηάθνξνπο ηνκείο θαη ε 

ρξεζηκφηεηά ηνπ ζπλερίδεη λα δηεξεπλάηαη κε λένπο θαη θαηλνηφκνπο ηξφπνπο. Καζψο 

νη ηερλνινγίεο επεμεξγαζίαο εηθφλαο θαη ππνινγηζηηθήο γεσκεηξίαο ζπλερίδνπλ λα 



 
 

πξννδεχνπλ, είλαη πηζαλφ φηη ν ΜΑΣ ζα δηαδξακαηίζεη νινέλα θαη πην ζεκαληηθφ 

ξφιν ζηε δηακφξθσζε ηνπ κέιινληνο απηψλ ησλ ηνκέσλ. 

 πλνιηθά, ν Medial Axis Transform είλαη έλα πνιχηηκν εξγαιείν γηα ηελ 

αλάιπζε θαη ηελ θαηαλφεζε ηεο δνκήο ησλ αληηθεηκέλσλ ζηηο εηθφλεο. Η επειημία, ε 

απνηειεζκαηηθφηεηα θαη ε ζηηβαξφηεηά ηνπ ην θαζηζηνχλ ζεκαληηθή πξνζζήθε ζε 

θάζε εθαξκνγή επεμεξγαζίαο εηθφλαο θαζψο θαη ζε άιινπο είδνπο εθαξκνγέο. 

  



 
 

 

 

 

 

Κεθάιαην3 

 

 

 

Η ζρέζε ηνπ κήθνπο ηνπ ελδηάκεζνπ 

άμνλα κε ην κήθνο ηνπ πεξηγξάκκαηνο 

 

3.1.Ράβδος 
 

 

ρήκα 3.1.1. Ο ΜΑΣ ζε ξάβδν 

 

Απφ ηε ρξήζε ηνπ ππζαγνξείνπ ζεσξήκαηνο γηα ηηο πιεπξέο ηζρχεη φηη:   

𝛢𝛦 = 𝛤𝛦 = 𝛧𝛣 = 𝛧𝛥 = 𝑤 2 2  

Γηα ην κήθνο πεξηγξάκκαηνο ηνπ παξαιιεινγξάκκνπ (contourLength) ηζρχεη φηη:  

𝑐 = 2 ∗  𝐿 + 𝑤 (𝟏) 



 
 

Γηα ην κήθνο ηνπ ζθειεηνχ έρνπκε φηη:  

S = 𝐿 − 𝑤 +
4𝑤 2

2
= 𝐿 − 𝑤 + 2𝑤 2(𝟐) 

Οπφηε δηαηξψληαο ηηο ζρέζεηο (1) θαη (2) θαηά κέιε πξνθχπηεη:  

𝑆

𝐶
=
𝐿 − 𝑤 + 2𝑤 2

2 ∗  𝐿 + 𝑤 
 

Έζησ L=αw κε α>1 ε παξαπάλσ ζρέζε γίλεηαη:  

𝑆

𝐶
=
α𝑤 − 𝑤 + 2𝑤 2

2 ∗  𝑎𝑤 + 𝑤 
=
α𝑤 − 𝑤 + 2𝑤 2

2𝛼𝑤 + 2𝑤
=
𝛼 − 1 + 2 2

2𝛼 + 2
(𝟑) 

Θέησ ηελ (3): 𝑓 𝑎 =
𝛼−1+2 2

2𝛼+2
 θαη ζα έρσ φηη:  

lim
𝛼→∞

𝛼 − 1 + 2 2

2𝛼 + 2
= lim

𝛼→∞

𝛼

2𝛼
=

1

2
 

Παξαθάησ παξαζέησ ζπγθεθξηκέλα παξαδείγκαηα. 

 

Παράδειγμα 3.1.1 Αλ α=1 θαη L=w. Αξρηθά, ην ζρήκα πνπ πξνθχπηεη είλαη σο 

εμήο: 

 

ρήκα 3.1.2. Ο ΜΑΣ ζε ξάβδν κε ίζεο πιεπξέο 

 

ηελ πεξίπησζε απηή εχθνια ππνινγίδεηαη φηη 𝑐 = 4𝑤 θαη 𝑠 = 2𝑤 2. 

Οπφηε, δηαηξψληαο ηηο δχν απηέο ζρέζεηο θαηά κέιε πξνθχπηεη φηη:  

𝑆

𝑐
=

2𝑤 2

4𝑤
=
 2

2
=

1

 2
≅ 0.7 

H(3) γηα α=1 δίλεη:   

𝑆

𝐶
=

1 − 1 + 2 2

2 ∗ 1 + 2
=

2 2

4
=

1

 2
≅ 0.7 



 
 

Παράδειγμα 3.1.2  Αλ α=2 θαη L=2w. Αξρηθά, ην ζρήκα πνπ πξνθχπηεη είλαη σο 

εμήο: 

 

ρήκα 3.1.3. Ο ΜΑΣ ζε ξάβδν 

 

ε απηή ηε πεξίπησζε έρνπκε φηη:  

𝑆

𝑐
=
𝑤 + 2𝑤 2

6𝑤
=

1 + 2 2

6
≅ 0.63 

H(3) γηα α=2 δίλεη:  

𝑆

𝐶
=

2 − 1 + 2 2

2 ∗ 2 + 2
=

1 + 2 2

6
≅ 0.63 

 

  



 
 

3.2. Γακηύλιος 
 

 

ρήκα 3.2.1. Ο ΜΑΣ ζε δαθηχιην 

 

 

ηελ πεξίπησζε ηνπ δαθηπιίνπ ζα ηζρχνπλ ηα παξαθάησ:  

𝑐 = 2𝜋𝑅 + 2𝜋 𝑅 − 𝑤 = 4𝜋𝑅 − 2𝜋𝑤 (𝟒) 

𝑆 = 2𝜋  𝑅 −
𝑤

2
 = 2𝜋𝑅 − 𝜋𝑤 (𝟓) 

Γηαηξψληαο ηηο ζρέζεηο (4) θαη (5) θαηά κέιε πξνθχπηεη φηη: 

𝑆

𝑐
=

2𝜋𝑅 − 𝜋𝑤

4𝜋𝑅 − 2𝜋𝑤
=

2𝑅 − 𝑤

4𝑅 − 2𝑤
 

Έζησ R=αw κε α>1 ε παξαπάλσ ζρέζε γίλεηαη:  
𝑆

𝑐
=

2𝛼𝑤 − 𝑤

4𝛼𝑤 − 2𝑤
=

2𝛼 − 1

4𝛼 − 2
=

2𝛼 − 1

2(2𝛼 − 1)
=
𝟏

𝟐
 

 

 

 



 
 

3.3. Ιζαπέτοσζες καμπύλες 

 

 Οη ηζαπέρνπζεο θακπχιεο είλαη θακπχιεο πνπ αληηπξνζσπεχνπλ ίζεο 

απνζηάζεηο απφ έλα ζηαζεξφ ζεκείν. Οη θακπχιεο απηέο ρξεζηκνπνηνχληαη ζπρλά 

ζηα καζεκαηηθή, ηε θπζηθή θαη ηε γεσγξαθία γηα λα πεξηγξάςνπλ ην ζρήκα θαη ην 

κέγεζνο ησλ αληηθεηκέλσλ αιιά θαη γηα ηελ εμήγεζε δηαθφξσλ θαηλνκέλσλ ζην 

δηάζηεκα. 

 ηα καζεκαηηθά, ζπγθεθξηκέλα, νη ηζαπέρνπζεο θακπχιεο ρξεζηκνπνηνχληαη 

ζπρλά ζε δηζδηάζηαηα ζπζηήκαηα ζπληεηαγκέλσλ κε ζθνπφ λα πεξηγξάςνπλ ηελ 

απφζηαζε κεηαμχ δχν ζεκείσλ. Γηα παξάδεηγκα, εάλ έρνπκε έλα ζεκείν (x1,y1) θη έλα 

άιιν ζεκείν (x2,y2) ε απφζηαζε κεηαμχ ηνπο κπνξεί λα ππνινγηζηεί ρξεζηκνπνηψληαο 

ην Ππζαγφξεην Θεψξεκα. Απηή ε απφζηαζε κπνξεί λα αλαπαξαζζεί γξαθηθά σο κηα 

ηζαπέρνπζα θακπχιε ζε έλα επίπεδν ζπληεηαγκέλσλ, φπσο θαίλεηαη θαη παξαθάησ. 

 

 



 
 

ρήκα 3.3.1. Ο ΜΑΣ ζε ηζαπέρνπζεο θακπχιεο 

 
Αξρηθά ηζρχεη φηη: 𝛥𝑦 = 𝑌 − 𝑦 = 𝑌 − 𝑓 𝑥    𝜅𝛼𝜄  𝛥𝑥 = 𝑋 − 𝑥𝜅𝛼𝜄𝛢𝛨 = 𝑤. 

Έρνπκε φηη:  

𝜀𝜑𝜑 = 𝜀𝜑  
𝜋

2
+ 𝜃 = −𝜎𝜑𝜃 = −

𝜎𝜐𝜈𝜃

𝜂𝜇𝜃
(𝟏) 

𝜂𝜇2𝜃 + 𝜎𝜐𝜈2𝜃 = 1  1 + 𝜎𝜑2𝜃 =
1

𝜂𝜇2𝜃
 𝜂𝜇𝜃 = ±

1

 1 + 𝜎𝜑2𝜃

(1)
   

(1)
  𝜂𝜇𝜃 = ±

1

 1 + 𝜀𝜑2𝜑
 

 

Είναι  f ′ 𝑥 = 𝜀𝜑𝜑  𝜅𝛼𝜄 𝛥𝑦 = ±
𝑤

 1 + 𝑓 ′2(𝑥)

  𝜅𝛼𝜄  𝛥𝑥 = ±
𝑓 ′ 𝑥 ∗ 𝑤

 1 + 𝑓 ′2(𝑥)

 

 

 

Άξα, ηζρχεη φηη: 

𝛸 = 𝑥 ±
𝑓 ′ 𝑥 ∗ 𝑤

 1 + 𝑓 ′2(𝑥)

   𝜅𝛼𝜄   𝑌 = 𝑓(𝑥) ±
𝑤

 1 + 𝑓 ′2(𝑥)

 

Σα Υ θαη Y είλαη ζπλαξηήζεηο ηνπ x, δειαδή Υ(x) θαη Τ(x). 



 
 

𝑑𝑋

𝑑𝑥
=

 

 𝑥 ±
𝑓 ′ 𝑥 ∗ 𝑤

 1 + 𝑓 ′2 𝑥  

 

′

= 1 ±

 

 
 𝑓 ′ ′ 𝑥 ∗ 𝑤

 1 + 𝑓 ′2 𝑥 

−

𝑓 ′ 𝑥 ∗ 𝑤 ∗   1 + 𝑓 ′2 𝑥  

′

1 + 𝑓 ′2 𝑥 

 

 
 

=

= 1 ±

 

 
 𝑓 ′ ′ 𝑥 ∗ 𝑤

 1 + 𝑓 ′2 𝑥 

−
𝑓 ′ 𝑥 ∗ 𝑤 ∗ 2𝑓 ′ 𝑥 𝑓′′(𝑥)

 1 + 𝑓 ′2 𝑥  ∗ 2 ∗   1 + 𝑓 ′2 𝑥  
 

 
 

=

= 1 ±

 

 
 𝑓′′(𝑥) ∗ 𝑤 ∗  1 + 𝑓 ′

2 𝑥  

 1 + 𝑓 ′2 𝑥    1 + 𝑓 ′2 𝑥  

−
𝑓 ′ 𝑥 ∗ 𝑤 ∗ 𝑓 ′ 𝑥 𝑓 ′′  𝑥 

 1 + 𝑓 ′2 𝑥    1 + 𝑓 ′2 𝑥  
 

 
 

= 1 ± 
𝑓′′(𝑥) ∗ 𝑤 ∗  1 + 𝑓 ′

2 𝑥  − 𝑤 ∗ 𝑓 ′
2 𝑥 ∗ 𝑓 ′′  𝑥 

 1 + 𝑓 ′2 𝑥  

3

2

 =

= 1 ± 
𝑓 ′′  𝑥 ∗ 𝑤

 1 + 𝑓 ′2 𝑥  

3

2

 (𝟐) 

𝑑𝑌

𝑑𝑥
=

 

 𝑓 𝑥 ±
𝑤

 1 + 𝑓 ′2 𝑥  

 

′

= 𝑓 ′ 𝑥 ±

𝑤 ∗   1 + 𝑓 ′2 𝑥  

′

1 + 𝑓 ′2 𝑥 
=

= 𝑓 ′ 𝑥 ±
𝑤 ∗ 2𝑓′ 𝑥 𝑓′′ 𝑥 

 1 + 𝑓′
2
 𝑥  ∗ 2 ∗   1 + 𝑓′

2
 𝑥  

= 𝑓 ′ 𝑥 ∗

 

 
 

1 ±
𝑓′′ 𝑥 ∗ 𝑤

 1 + 𝑓′
2
 𝑥  

3

2

 

 
 

(𝟑) 

 

Απφ ηηο ζρέζεηο (2) θαη (3), αλ ηηο δηαηξέζνπκε θαηά κέιε πξνθχπηεη φηη: 

𝑑𝑌

𝑑𝑋
= 𝑓 ′ 𝑥  

Άξα, αλ ην Η είλαη ην θνληηλφηεξν ζην Α ηφηε θαη ην Α είλαη ην θνληηλφηεξν ζην Β. 

Απφ ηα παξαπάλσ ζπλάγεηαη φηη δχν ηέηνηεο θακπχιεο πνπ απέρνπλ απφζηαζε wζα 

έρνπλ ην ίδην κήθνο ζην δηάζηεκα [x1, x2] θαη ν ΜΑΣ ζα είλαη θακπχιε πνπ ζα 

ηζαπέρεη απφ απηέο w/2 (ρήκα 2.3.1.). Αλ ζεσξήζνπκε κεγάιν ην κήθνο ησλ 



 
 

θακππιψλ ζε ζρέζε κε ην κήθνο ηνπ θιεηζηνχ ζρήκαηνο πνπ νξίδνπλ ηφηε πξνθαλψο 

S/C = ½. 
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