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Περίληψη

Η τιμολόγηση των δικαιωμάτων προαίρεσης ήταν ένα πρόβλημα που απασχόλησε ευρέως

την οικονομική κοινότητα από την πρώτη στιγμή της σύλληψης των συμβολαίων. Για χρόνια

η τιμολόγηση τους γινόταν με εμπειρικούς τρόπους και ελλιπή μοντέλα μη ολοκληρωμένα από

μαθηματικής άποψης. Η πρώτη επιτυχής μοντελοποίηση ήρθε με την δημοσίευση της εργασίας

των Fisher Black και Myron Scholes το 1973 με τίτλο”The Pricing of Options and Corporate

Liabilities”. ΄Επειτα ο Robert C. Merton ήταν ο πρώτος που δημοσίευσε μια εργασία που

επέκτεινε την μαθηματική κατανόηση της τιμολόγησης των δικαιωμάτων προαίρεσης και ήταν

ο πρώτος που ανέφερε τον όρο ”Black-Scholes Options Pricing Model”. Το 1993 ο Merton

και Scholes έλαβαν το βραβείο Νόμπελ οικονομικών, την χρονιά του 1997, από τον Σουηδικό

οργανισμό, για τις ανακαλύψεις τους. Ο Black αναφέρθηκε τιμητικά από την επιτροπή για

τις συνεισφορές του καθώς είχε αποβιώσει νωρίτερα το 1995(Το βραβείο Νόμπελ δεν δίνεται

μεταθανάτια). Η δημοσίευση της εργασίας τους οδήγησε σε ραγδαία άνοδο της αγοράς των

συμβολαίων αυτών καθώς παρείχε μαθηματική θεμελίωση και σαφήνεια στο χρηματιστήριο του

Σικάγο που ήταν το πρώτο που ενέταξε το 1973 τα συμβόλαια δικαιωμάτων προαίρεσης στις

δραστηριότητες του. Στόχος της πτυχιακής εργασίας είναι η επίλυση της εξίσωσης Black-

Scholes με τις πιο σύγχρονες αριθμητικές μεθόδους που χρησιμοποιούνται στον πρακτικό

κόσμο. Για να μπορέσει να γίνει αυτό θα υπάρξει θεωρητική ανάλυση των συμβολαίων αυτών,

η παράθεση των μαθηματικών εννοιών του μοντέλου και η κατάληξη στην ομώνυμη εξίσωση

του. ΄Επειτα θα αναλυθούν οι τρεις κυριότερες μέθοδοι επίλυσης της εξίσωσης που τιμολογεί

το συμβόλαιο. Οι μέθοδοι αυτοί είναι, η Μέθοδος Monte Carlo, η μέθοδος Πεπερασμένων

Διαφορών και η μέθοδος Πεπερασμένων Στοιχείων.

Λέξεις Κλειδιά

Περιουσιακό Στοιχείο, Χρηματοκοικονομικό Παράγωγο, Δικαίωμα Προαίρεσης, κίνηση

Brown, Στοχαστική Διαφορική Εξίσωση, Μοντέλο Black-Scholes,Monte Carlo, Μέθοδος

Πεπερασμένων Διαφορών, Μέθοδος Πεπερασμένων Στοιχείων
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Abstract

Pricing options has been a major problem for the economic community since the start

of contracts. For years their pricing has been done empirically and with incomplete mathe-

matical models. The first successful modeling came with the publication of Fisher Black

and Myron Scholes in 1973 entitled ”The Pricing of Options and Corporate Liabilities”.

Then Robert C. Merton was the first to publish a work that expanded the mathematical

understanding of stock option pricing and was the first to mention the Black-Scholes O-

ptions Pricing Model. In 1993, Merton and Scholes received the Nobel Prize in economics

in 1997 from the Swedish Academy for their discoveries. Black was mentioned as a contri-

butor by the Swedish Academy for his contributions as he had died earlier in 1995 (The

Nobel Prize is not given posthumously). The publication of their work led to a rapid rise

in the market for these contracts as it provided mathematical legitimacy for the Chicago

stock exchange, which was the first to include stock option contracts in 1973. The aim of

the thesis is to solve the Black-Scholes equation with the most modern numerical methods

used in the practice. In order to do this, there will be a theoretical analysis of these

contracts, mathematical concepts for asset pricing will be discussed so than we can arrive

at Black Scholes model and Equation. Then we will analyze the three main methods of

solving the equation and pricing the contract. These methods are Monte Carlo method,

Finite Difference method, and Finite Element method.

Keywords

Asset, Financial Derivative, Option Contract, Brownian Motion, Stochastic Differential

Equation, Black-Scholes Model, Monte Carlo Method, Finite Difference Method, Finite

Element Method
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

Οι αγορές και τα χρηματιστήρια είναι ένα από τα κύρια γρανάζια της παγκόσμιας οικονο-

μίας. Το συνολικό παγκόσμιο κεφάλαιο των δημόσιων εταιρειών που βρίσκονται στις αγορές,

υπολογίζεται περίπου στα 70 τρισεκατομμύρια. Καθημερινά αλλάζουν χέρια τρισεκατομμύρια

υπό την μορφή μετοχών, συναλλαγμάτων, εμπορευμάτων(χρυσός, πετρέλαιο κλπ.), ομολόγων

και χρηματοοικονομικών παραγώγων.

Η αγορά των χρηματοοικονομικών παραγώγων υπολογίζεται στα 1,2 τετρακισεκατομμύρια.

Αυτό συμβαίνει καθώς υπάρχουν εκατοντάδες παράγωγα, όπως είναι οι προθεσμιακές συμ-

βάσεις, τα δικαιώματα προαίρεσης τα swaps κ.α., για κάθε περιουσιακό στοιχείο που είναι

διαθέσιμο στην αγορά. Η ιστορία των παραγώγων αυτών ξεκινάει πολλούς αιώνες πριν την

γέννηση των σύγχρονων αγορών όπως τις ξέρουμε.

Συμβόλαια παρόμοια με τα δικαιώματα προαίρεσης χρησιμοποιούνται από αρχαιοτάτων

χρόνων. Η πρώτη καταγραφή αγοράς τέτοιου συμβολαίου έγινε στην αρχαία Ελλάδα. Ο

μαθηματικός Θαλής ο Μιλήσιος προέβλεψε την αύξηση της σοδιάς των ελιών και πριν την

περίοδο περισυλλογής αγόρασε το δικαίωμα να χρησιμοποιήσει ελαιοτριβεία την άνοιξη. ΄Ο-

ταν λοιπόν ήρθε η άνοιξη και οι σοδιές ήταν μεγαλύτερες από το αναμενόμενο νοίκιασε τα

ελαιοτριβεία του σε υψηλότερη τιμή απ΄ όσο είχε πληρώσει για το ¨δικαίωμα¨.

Η ανεπίσημη εμφάνιση των δικαιωμάτων προαίρεσης στον σύγχρονο κόσμο έγινε την δεκα-

ετία του 1920 στην Αμερική στα επονομαζόμενα bucket shops. Τα bucket shops ήταν μαγαζιά

όπου η φήμη τους και οι ηθικές τους ήταν αρκετά αμφισβητήσιμες σε σχέση με τις εδραιωμένες

φίρμες. Συγκεκριμένα ο Jesse Livermore έκανε γνωστά τα μαγαζιά αυτά καθώς προέβλεπε

τις πορείες των μετοχών και δεχόταν στοιχήματα για τις μετοχές από τρίτους ποντάροντας

κόντρα στις προβλέψεις τους.

Παρόλες τις παράνομες δραστηριότητες και την φήμη τους, τα δικαιώματα προαίρεσης δεν

είχαν καταφέρει να εισέλθουν στις αγορές των χρηματιστηρίων καθώς η τιμολόγηση τους

ήταν ένα πρόβλημα που πολλοί προσπάθησαν να λύσουν, αλλά στο τέλος τα μοντέλα τους

ήταν ελλιπή. ΄Ολα αυτά μέχρι το 1973 όπου μετά την δημοσίευση των εργασιών των Black,

Scholes και Merton όπου παραθέτουν ένα μαθηματικό μοντέλο για την τιμολόγηση των δικαιω-

μάτων με αποτέλεσμα το χρηματιστήριο του Σικάγο να είναι το πρώτο που εκδίδει συμβόλαια

δικαιωμάτων προαίρεσης την ίδια κιόλας χρονιά.
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2 Κεφάλαιο 1. Εισαγωγή

Σήμερα τα δικαιώματα προαίρεσης είναι ίσως η πιο ενεργή αγορά παραγώγων στον κόσμο.

Χρησιμοποιούνται κυρίως για την μείωση του ρίσκου στην θέση μιας μετοχής. Γι΄ αυτό η

ακριβής τιμολόγηση τους είναι ένα από τα πιο σημαντικά και κρίσιμα πράγματα που πρέπει να

κάνει σωστά ένας αναλυτής καθώς από τους υπολογισμούς του εξαρτώνται εκατομμύρια.

Χρησιμοποιώντας λοιπόν τις πλέον διαδεδομένες αριθμητικές μεθόδους που χρησιμοποιο-

ύνται στην καθημερινότητα των χρηματιστηρίων θα δούμε πως γίνεται η τιμολόγηση των

συμβολαίων δικαιωμάτων προαίρεσης.

1.1 Οργάνωση του τόμου

Η εργασία αυτή είναι οργανωμένη σε επτά κεφάλαια: Στο Κεφάλαιο 2 δίνεται το θεω-

ρητικό υπόβαθρο των βασικών εννοιών που σχετίζονται με τη διπλωματική αυτή. Αρχικά

περιγράφονται τα περιουσιακά στοιχεία, στη συνέχεια τα χρηματοοικονομικά παράγωγα και

τέλος μερικά ειδικές έννοιες που θα μας χρειαστούν. Στο Κεφάλαιο 3 γίνεται πλήρης θεωρη-

τική ανάλυση των δικαιωμάτων προαίρεσης. Αρχικά περιγράφονται τα Ευρωπαϊκά δικαιώματα

έπειτα τα Αμερικάνικα και τέλος αναφέρονται κάποιες πιο ειδικές περιπτώσεις. Στο Κεφάλαιο

4 παρουσιάζονται όλες οι μαθηματικές έννοιές που θα μας χρειαστούν για να μπορέσουμε να

προχωρήσουμε στο θέμα της εργασίας. Θα δούμε κάποιες έννοιες του στοχαστικού λογισμού

και θα καταλήξουμε στο μαθηματικό μοντέλο που χρησιμοποιείται για την μοντελοποίηση ενός

περιουσιακού στοιχείου όπως μια μετοχή. ΄Επειτα στο Κεφάλαιο 5 προχωράμε στο περίφημο

μοντέλο Black-Scholes χτίζοντας το πρώτα βήμα προς βήμα και μετά αναλύοντας το. Τα ε-

πόμενα τρία κεφάλαια αφιερώνονται για τις μεθόδους επίλυσης, Δυωνιμικού δέντρου, Monte

Carlo και Μέθοδο Πεπερασμένων Διαφορών αντίστοιχα. Θα αναλύσουμε κάθε μέθοδο και θα

δούμε τα πλεονεκτήματα και μειονεκτήματα κάθε μιας από αυτές καθώς και την συμπεριφορά

τους σε δικαιώματα Ευρωπαϊκού τύπου αλλά και Αμερικάνικου. Τέλος στο Κεφάλαιο 9 θα

παραθέσουμε τα συμπεράσματα μας συγκρίνοντας τις τρεις μεθόδους, θα δοθεί η συνεισφορά

αυτής της πτυχιακής εργασίας, καθώς και μελλοντικές επεκτάσεις.



Κεφάλαιο 2

΄Οροι και ΄Εννοιες της Αγοράς

Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζονται αναλυτικά οι βασικές έννοιες που θα σχετίζονται με

την εργασία αυτή.

2.1 Περιουσιακά Στοιχεία

Περιουσιακό στοιχείο είναι οτιδήποτε μπορεί να κατέχει κανείς ως ιδιοκτησία, ή μπορεί

να ελέγχει προς όφελος του, και το οποίο έχει οικονομική (εμπορική, ανταλλακτική) αξία. Η

έννοια των περιουσιακών στοιχείων, από καθαρά οικονομική άποψη, μπορεί να προσδιοριστεί

μέσω της ιδιότητας τους να μεταφέρουν αγοραστική δύναμη στο μέλλον[7]. Για παράδειγμα,

για να αποκτήσουμε ένα μονοετές ομόλογο ονομαστικής αξίας 100 ευρώ «θυσιάζουμε» πα-

ρούσα αγοραστική δύναμη ίση με την ονομαστική και αποκτούμε μελλοντικά (σε ένα χρόνο)

αγοραστική δύναμη ίση με την ονομαστική συν το κουπόνι. Μερικοί τύποι περιουσιακών

στοιχείων είναι οι μετοχές, τα ομόλογα, τα συναλάγματα κ.α.

2.1.1 Θέση Αγοράς (Long position)

Θέση αγοράς (Long position) είναι η θέση την οποία έχει πάρει ένας επενδυτής αγοράζο-

ντας ένα χρεόγραφο, ένα νόμισμα, ένα συμβόλαιο ή ένα εμπόρευμα με σκοπό την επένδυση

ή την κερδοσκοπία. Ο επενδυτής παίρνοντας θέση long, εκτιμά η τιμή του χρεογράφου θα

ανέβει στο μέλλον, οπότε θα το πουλήσει, κλείνοντας τη θέση του (close position) και κατα-

γράφοντας πραγματοποιηθέντα κέρδη.

2.1.2 Ανοικτή Πώληση / Θέση Πώλησης (Short selling / position)

Ανοικτή πώληση (short selling) είναι μία τεχνική που χρησιμοποιείται από τους επενδυτές

με σκοπό να κερδίσουν από την πτώση των τιμών περιουσιακών στοιχείων. Οι επενδυτές

δανείζονται περιουσιακά στοιχεία που δεν κατέχουν, από άλλους επενδυτές, τα πουλάνε και σε

μεταγενέστερη χρονική στιγμή θα αναγκαστούν να τα αγοράσουν πάλι για να τα επιστρέψουν

στο δανειστή. Ο δανειστής δεν διατρέχει κανέναν κίνδυνο γιατί θα πάρει πίσω τις μετοχές

του συν μία μικρή απόδοση για την διάρκεια που τις είχε δανείσει. Ο short seller ελπίζει να
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4 Κεφάλαιο 2. ΄Οροι και ΄Εννοιες της Αγοράς

κερδίσει από την πτώση των τιμών των χρεογράφων, επωφελούμενος την διαφορά στις τιμές

μεταξύ ημερομηνίας αγοράς-πώλησης.

2.2 Παράγωγα Χρηματοοικονομικά Προϊόντα (Derivatives)

Παράγωγα χρηματοοικονομικά προϊόντα είναι επενδυτικά χρηματοοικονομικά εργαλεία που

βασίζουν την τιμή τους και προκύπτουν από άλλα βασικά προϊόντα. Η αξία των παραγώγων

δηλαδή προέρχεται από την αξία των υποκειμένων μέσων (underlying instruments) όπως

τις συναλλαγματικές ισοτιμίες, τα επιτόκια, τις τιμές των χρεογράφων, των μετοχών, των

εμπορευμάτων και των χρηματοοικονομικών δεικτών. Σε αντίθεση με τις υποκείμενες αξίες,

οι συμβάσεις των παράγωγων προϊόντων έχουν συνήθως περιορισμένη διάρκεια και πάντα

συγκεκριμένες ημερομηνίες λήξης.

2.3 Θεωρία Αποτελεσματικής Αγοράς (Efficient market

theory)

Θεωρία της αποτελεσματικής αγοράς είναι μια θεμελιώδης οικονομική θεωρία που ορίζει

ότι οι χρηματαγορές είναι διαρκώς πλήρως ενημερωμένες, δηλαδή, οι παρούσες τιμές των

χρεογράφων αντικατοπτρίζουν πλήρως κάθε σχετική και διαθέσιμη πληροφορία κατά τρόπο

αποτελεσματικό και αλλάζουν συνεχώς προκειμένου να ενσωματώσουν οποιαδήποτε νέα πλη-

ροφορία προκύψει.

Γι’ αυτό το λόγο είναι αδύνατο να νικήσει κάποιος την αγορά χρησιμοποιώντας οποιαδήποτε

πληροφορία αφού αυτή, σύμφωνα με τη θεωρία, έχει ήδη προεξοφληθεί και ενσωματωθεί στην

τιμή του χρεογράφου.

2.4 Εξισορροπητική Κερδοσκοπία (Arbitrage)

Εξισορροπητική κερδοσκοπία (arbitrage) είναι η ταυτόχρονη αγορά και πώληση της ίδιας

(ή παρόμοιας) επένδυσης σε δύο διαφορετικές αγορές με δύο διαφορετικές τιμές, στρατηγική

η οποία μπορεί να οδηγήσει σε κέρδη χωρίς την ανάληψη κινδύνου. ΄Αρα ο κερδοσκόπος (ar-

bitrageur) θα έχει πάντα δύο θέσεις αντίθετες μεταξύ τους, όπου η μία καλύπτει την άλλη.

Παράδειγμα:΄Εστω ότι ένα βαρέλι πετρέλαιο πωλείται για 135 $ στη Νέα Υόρκη και 134,5$ στο

Λονδίνο. Η ταυτόχρονη αγορά της επένδυσης στο Λονδίνο και πώληση της στην Νέα Υόρκη

μπορεί να οδηγήσει σε κέρδη της τάξης του $0,5 το βαρέλι χωρίς κίνδυνο. Στην θεωρία της

Αποτελεσματικής Αγοράς δεν δημιουργείται ευκαιρία για (Arbitrage), στην πραγματικότητα

όμως υπάρχουν πολλές περιπτώσεις που δημιουργείται η ευκαιρία για εξισορροπητική κερδο-

σκοπία αλλά οι διαφορές μηδενίζονται σε πολύ σύντομο χρονικό διάστημα.
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2.5 Επιτόκιο Μηδενικού Κινδύνου (Risk-free rate)

Ακίνδυνο επιτόκιο ή επιτόκιο μηδενικού κινδύνου είναι το επιτόκιο το οποίο μπορεί να ε-

πιτευχθεί επενδύοντας σε οικονομικά προϊόντα που δεν ενσωματώνουν κίνδυνο. Παρόλο που

μια πραγματικά ακίνδυνη επένδυση υπάρχει μόνο θεωρητικά, συχνά θεωρούνται ως ακίνδυνες

επενδύσεις τα κυβερνητικά ομόλογα επειδή η πιθανότητα να πτωχεύσει μία χώρα είναι πολύ

μικρή. Καθώς αυτό το επιτόκιο μπορεί να επιτευχθεί ακίνδυνα εννοείται ότι οποιαδήποτε επέν-

δυση ενσωματώνει κάποιο επιπλέον ρίσκο, πρέπει να ανταμείψει τους επενδυτές με υψηλότερες

αποδόσεις. Το ακίνδυνο επιτόκιο είναι πολύ σημαντικό στην θεωρία χαρτοφυλακίου και στην

ορθολογική τιμολόγηση χρηματοοικονομικών προϊόντων.

2.6 Κόσμος Ουδέτερου Ρίσκου

Μια από τις πιο σημαντικές υποθέσεις σε όλα τα μαθηματικά μοντέλα γύρω από τα χρη-

ματοοικονομικά είναι ο κόσμος του ουδέτερου ρίσκου. Η αρχή αυτή μας λέει ότι ο επενδυτής

δεν ενδιαφέρεται για το ρίσκο μιας επένδυσης αλλά μόνο για την αναμενόμενη επιστροφή της

επένδυσης. Αν για παράδειγμα υπάρχει η επιλογή να βγάλει κανείς κέρδος 50$ με πιθανότητα

100% ή αντίστοιχα να έχει 50% να κερδίσει 100$ και 50% να μην κερδίσει τίποτα για τον

επενδυτή ουδέτερου ρίσκου τα δύο αυτά σενάρια δεν έχουν καμία απολύτως διαφορά στα μάτια

του. Στην πραγματικότητα όμως κάθε επενδυτής έχει διαφορετικές προτημίσεις στα ρίσκα

που είναι διατεθιμένος να πάρει, όμως αυτό δεν είναι εφικτό να μοντελοποιηθεί οπότε είναι

μαθηματικά αποδεκτό να υποθέτουμε ότι τα μοντέλα ¨ζουν’ σε έναν κόσμο που το ρίσκο είναι

αδιάφορο.





Κεφάλαιο 3

Συμβόλαια Δικαιωμάτων

Προαίρεσης

Στο κεφάλαιο αυτό εμβαθύνουμε περισσότερο στις έννοιες και τις ορολογίες των συμβο-

λαιογραφικών δικαιωμάτων προαίρεσης παραθέτοντας τα βασικότερα είδη τους.

3.1 Συμβόλαια Δικαιωμάτων Προαίρεσης (Option con-

tracts)

Συμβόλαια δικαιωμάτων προαίρεσης είναι συμβόλαια για μελλοντικές αγοροπωλησίες χρεο-

γράφων. Δίνουν στον αγοραστή το δικαίωμα αλλά όχι την υποχρέωση να ζητήσει την εκπλήρω-

ση της συμφωνίας. Στα συμβόλαια δικαιωμάτων προαίρεσης δηλαδή, ο αγοραστής (holder)

αποκτά το δικαίωμα να αγοράσει ή να πουλήσει έναν υποκείμενο τίτλο σε μία συγκεκριμένη

μελλοντική στιγμή και για προκαθορισμένη τιμή (τιμή εξάσκησης), πληρώνοντας την τιμή του

δικαιώματος (option premium) χωρίς να έχει καμία άλλη υποχρέωση. Εάν θέλει μπορεί να

μην εξασκήσει αυτό το δικαίωμα οπότε απλά χάνει το κεφάλαιο που έδωσε για την αγορά του

δικαιώματος. Τα δικαιώματα προαίρεσης κατηγοριοποιούνται βάση του υποκείμενου τίτλου

ιδιοκτησίας.[12]

• Equity option (μετοχή)

• Bond option (ομόλογο)

• Future option (Συμβόλαιο μελλοντικής εκπλήρωσης)

• Index option (δείκτης)

• Commodity option (εμπόρευμα)

• Currency option (συνάλλαγμα)

• Basket option (Καλάθι χρηματοοικονομικών στοιχείων)
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8 Κεφάλαιο 3. Συμβόλαια Δικαιωμάτων Προαίρεσης

Παρακάτω βλέπουμε τα χαρακτηριστικά ενώς Συμβολαίου :

• Buyer/Holder/Αγοραστής : Αυτός που αγοράζει το δικαίωμα προαίρεσης.

• Seller/Issuer/Πωλητής : Αυτός που εκδίδει και πουλάει τα δικαίωμα προαίρεσης.

• Premium/Τιμή συμβολαίου : Το κόστος αγοράς του συμβολαίου.

• Strike Price/Τιμή εξάσκησης : Η τιμή Κ αγοράς-πώλησης που ορίζεται στο

συμβόλαιο για το περιουσιακό στοιχείο.

• Maturity date/Expiry/Ημερομηνία ωρίμανσης : Η ημερομηνία Τ εξάσκησης

του δικαιώματος.

• Call Option : Το δικαίωμα αγοράς του περιουσιακού στοιχείου την ημερομηνία

ωρίμανσης Τ στην τιμή εξάσκησης Κ.

• Put Option : Το δικαίωμα πώλησης του περιουσιακού στοιχείου την ημερομηνία

ωρίμανσης Τ στην τιμή εξάσκησης Κ.

3.2 Τύποι Συμβόλαιων

Παρακάτω θα παρουσιαστούν οι πιο βασικοί τύποι συμβολαίων δικαιωμάτων προαίρεσης

και θα γίνουν αναφορές σε πιο ειδικές περιπτώσεις.

3.2.1 Ευρωπαϊκά Συμβόλαια(European Options)

Τα ευρωπαϊκά συμβόλαια είναι η πιο απλή μορφή δικαιώματος και μπορούν να εξασκηθούν

μόνο την ημερομηνία ωρίμανσης, δηλαδή σε ένα συγκεκριμένο σημείο στον χρόνο.

Δικαίωμα Αγοράς

• Long Call : Ο επενδυτής πιστεύει πως η μετοχή θα ανέβει πάνω από μια τιμή Κ μέσα

στην επόμενη χρονική περίοδο.

1ο σενάριο: Αγοράζει την μετοχή την τρέχουσα χρονική στιγμή t και πουλάει την

μετοχή του όταν η τιμή της ανέβει μελλοντικά. ΄Ετσι όμως ρισκάρει σε περίπτωση που

η μετοχή δεν ανέβει να χάσει το κεφάλαιο του.

2ο σενάριο: Αγοράζει το συμβόλαιο δικαιώματος αγοράς της μετοχής(Call Option)

με τιμή εξάσκησης έως Κ . Πληρώνει ένα premium ποσό για το συμβόλαιο πολύ μι-

κρότερο από το 1ο σενάριο όπου επενδύει μεγαλύτερο κεφάλαιο και αγοράζει έναν όγκο

μετοχών. Αν η τιμή της μετοχής δεν ανέβει πάνω από Κ αλλά πέσει τελικά δεν εξασκεί

το δικαίωμα και έχει χάσει πολύ λιγότερα χρήματα σε σχέση με το 1ο σενάριο άρα το

ρίσκο του είναι μικρότερο. Σε περίπτωση που η τιμή της μετοχής ανέβει πάνω από Κ

το παρακάτω γράφημα δείχνει στο σενάριο αυτό τις απολαβές του και τα συνολικά κέρδη

του.
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Σημείωση : Τα κέρδη του είναι χαμηλότερα από το 1ο σενάριο αλλά αυτό που ενδια-

φέρει τον επενδυτή είναι να μειώσει το ρίσκο.

• Short Call : Από την μεριά του επενδυτή που πιστεύει πως η μετοχή θα πέσει σημαντικά

μέσα στην επόμενη χρονική περίοδο κάτω από τιμήΚ, εκδίδει το συμβόλαιο δικαιώματος

αγοράς της μετοχής(Call Option) για τιμή Κ. Αν η τιμή της μετοχής δεν ανέβει αλλά

πέσει οι αγοραστές του συμβολαίου δεν εξασκούν το δικαίωμα οπότε ο επενδυτής βγάζει

κέρδος υπό την μορφή του premium.

Σημείωση : Σε περίπτωση που η τιμή της μετοχής ανέβει οι πιθανές απώλειες του

είναι απεριόριστες.

Δικαίωμα Πώλησης

• Long Put : Ο επενδυτής πιστεύει πως η μετοχή θα πέσει σημαντικά μέσα στην επόμενη

χρονική περίοδο κάτω από μια τιμή Κ. Αγοράζει το συμβόλαιο δικαιώματος πώλησης

της μετοχής(Put Option). Πληρώνει ένα premium ποσό για το συμβόλαιο . Αν η τιμή

της μετοχής δεν πέσει κάτω από Κ αλλά ανέβει τελικά δεν εξασκεί το δικαίωμα και

έχει ζημιά το premium. Σε περίπτωση που η τιμή της μετοχής πέσει κάτω από Κ το

παρακάτω γράφημα δείχνει στο σενάριο αυτό τις απολαβές του και τα συνολικά κέρδη

του.

• Short Put: Ο επενδυτής πιστεύει πως η μετοχή θα ανέβει σημαντικά μέσα στην

επόμενη χρονική περίοδο πάνω από τιμή Κ. Εκδίδει το συμβόλαιο δικαιώματος πώλησης

της μετοχής(Put Option) για τιμή Κ. Αν η τιμή της μετοχής δεν πέσει αλλά ανέβει οι

αγοραστές του συμβολαίου δεν εξασκούν το δικαίωμα οπότε ο επενδυτής βγάζει κέρδος

υπό την μορφή του premium. Σε περίπτωση που η τιμή της μετοχής πέσει οι πιθανές

απώλειες του είναι απεριόριστες.

Σχήμα 3.1: Γραφική Παράσταση θέσεων για τα Ευρωπαϊκά Συμβόλαια.
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3.2.2 Αμερικάνικα Συμβόλαια (American Options)

Τα Αμερικάνικα συμβόλαια είναι σχεδόν όμοια με τα Ευρωπαϊκά συμβόλαια με μια βασική

διαφορά. Προσφέρουν το δικαίωμα εξάσκησης τους οποιαδήποτε χρονική στιγμή μέχρι την

ημερομηνία ωρίμανσης.

3.2.3 Εξωτικά Συμβόλαια

Τα Ευρωπαϊκά και Αμερικάνικα συμβόλαια ονομάζονται και Vanilla Options γιατί είναι οι

πιο απλές μορφές των δικαιωμάτων προαίρεσης. Υπάρχουν όμως και πιο περίπλοκα συμβόλαια

που έχουν περισσότερες ιδιότητες που συσχετίζονται με την εξόφληση τους. ΄Ενα τέτοιο

παράδειγμα είναι τα Ασιατικά δικαιώματα προαίρεσης(Asian Options).

Asian option ή δικαίωμα μέσης τιμής είναι ένα εξωτικό δικαίωμα προαίρεσης του

οποίου η πληρωμή εξαρτάται από την μέση τιμή της αξίας του υποκείμενου χρεογράφου στη δι-

άρκεια μιας ορισμένης χρονικής περιόδου και όχι μόνο κατά την ωρίμανση του, όπως συμβαίνει

στα απλά δικαιώματα προαίρεσης (plain vanilla options).

΄Αλλοι τέτοιοι τύποι είναι τα Barrier Options, Compound Options, Contingent premium

option, Bermuda Option etc.



Κεφάλαιο 4

Μοντελοποίηση Τιμής ενός

Περιουσιακού Στοιχείου

Τώρα που γνωρίζουμε τι είναι τα Συμβόλαια δικαιωμάτων προαίρεσης για να προχωρήσουμε

στο μοντέλο Black-Scholes και στην τιμολόγηση τους πρέπει πρώτα να γνωρίσουμε κάποιες

μαθηματικές έννοιες που θα μας βοηθήσουν στην κατανόηση του μοντέλου και ταυτόχρονα

να δούμε πως θα μοντελοποιήσουμε την τιμή ενώς περιουσιακού στοιχείου.

4.1 Εισαγωγή

Παρατηρώντας κανείς την ημερήσια τιμή μιας μετοχής είναι ξεκάθαρο ότι η τροχιά της τιμής

μέσα στην μέρα έχει συνεχόμενες τυχαίες διακυμάνσεις οι οποίες δεν είναι δυνατόν να μοντε-

λοποιηθούνε χρησιμοποιώντας τον κλασσικό λογισμό. Για να μπορέσουμε να κατασκευάσουμε

ένα μαθηματικό μοντέλο που θα μας βοηθήσει στην κατανόηση και επεξεργασία της μετοχής

θα χρειαστεί να εισέλθουμε στον στοχαστικό λογισμό και τις στοχαστικές διαδικασίες.

Θα ξεκινήσουμε από τον διακριτό χρόνο, θα συνεχίσουμε στον συνεχόμενο και στο τέλος

θα καταλήξουμε στην πιο γνωστή στοχαστική διαδικασία για την μοντελοποίηση μιας μετοχής

την κίνηση Brown ή αλλιώς Διαδικασία Wienner.

4.2 Αξιώματα και Θεωρήματα

Στην ενότητα αυτή παρουσιάζονται μερικά αξιώματα και θεωρήματα της θεωρίας των πι-

θανοτήτων.

4.2.1 Ο νόμος των Μεγάλων Αριθμών

(Αδύναμος νόμος των μεγάλων αριθμών). ΄Εστω α.ο.κ. (ανεξάρτητες όμοια κατανε-

μημένες) τυχαίες μεταβλητές X1, X1, . . . , Xn με μέση τιμή µ και διακύμανση σ και έστω

X = 1
n

∑i=n
i=0 Xi. Τότε για κάθε θετικό ε, P

(
|X − µ| ≥ ε

)
→ 0 με n→∞.

11
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Απόδειξη : Λόγω γραμμικότητας της αναμενόμενης τιμής, βλέπουμε ότι

E[X] =
1

n

i=n∑
i=0

E[Xi] = µ (4.1)

Επομένως E[X − µ] = 0

Το επόμενο βήμα είναι να υπολογίσουμε την διακύμανση του X. ΄Εχουμε ότι

V [X] = E[(X − µ)2] = E[(
1

n

i=n∑
i=0

(Xi − µ))2]

,όπου από το γεγονός ότι τα Xi είναι ανεξάρτητα, γίνεται

E[(X − µ)2] =
1

n2
E[

i=n∑
i=0

(Xi − µ)2] =
σ2

n

Αφού

ε2P
(
|X − µ| ≥ ε

)
≤ E[(X − µ)2] =

σ2

n

Βλέπουμε ότι για

P
(
|X − µ| ≥ ε

)
≤ V [X]

ε2
=

σ2

nε2

όπου το δεξί σκέλος της εξίσωσης τείνει στο 0 όσο το n τείνει στο άπειρο. Το θεώρημα

παραπάνω παραθέτεται στην αδύναμη μορφή του.

1. Οι συνθήκες μπορούν να χαλαρώσουν και πάλι να έχουμε το ίδιο συμπέρασμα,

2. ΄Ενα πιο δυνατό συμπέρασμα μπορεί να ειπωθεί από την ίδια υπόθεση (strong law of

large number).

4.2.2 Κεντρικό Οριακό Θεώρημα

Αν από έναν πληθυσμό τυχαίων μεταβλητών που ακολουθεί οποιαδήποτε κατανομή με

μέση τιμή µ και διασπορά σ2 επιλέξουμε τυχαία δείγματα μεγέθους n και υπολογίσουμε τους

μέσους τους, τότε, για μεγάλα n (θεωρητικά n → ∞ ) η κατανομή αυτών των μέσων (των

δειγματικών) είναι κατά προσέγγιση κανονική κατανομή με μέση τιμή επίσης µ και διασπορά

σ2

n .
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4.2.3 Ιδιότητα Markov

Η αλυσίδα Markov, ή Μαρκοβιανή αλυσίδα, που πήρε το όνομα της από τον Αντρέι Μαρ-

κόφ, είναι ένα μαθηματικό σύστημα που μεταβάλλεται από μια κατάσταση σε μια άλλη, ανάμεσα

σε ένα πεπερασμένο αριθμό καταστάσεων. Είναι μια τυχαία διαδικασία που δε διατηρεί μνήμη

για τις προηγούμενες μεταβολές: Η επόμενη κατάσταση εξαρτάται μόνο από την τωρινή κα-

τάσταση και σε καμιά περίπτωση από αυτές που προηγήθηκαν. Αυτό το συγκεκριμένο είδος

¨αμνησίας’ ονομάζεται μαρκοβιανή ιδιότητα.

4.2.4 Ιδιότητα Martingale

Στην θεωρία πιθανοτήτων, ένα martingale είναι μια ακολουθία τυχαίων μεταβλητών (δηλ.

Μια στοχαστική διαδικασία) για την οποία, σε μια συγκεκριμένη χρονική στιγμή στην παρο-

ύσα ακολουθία, η προσδοκία της επόμενης τιμής στην ακολουθία είναι ίση με την παρούσα

παρατηρούμενη τιμή ακόμη και δεδομένης της γνώσης όλων των προηγούμενων τιμών.

4.3 Στοχαστικές Διαδικασίες

Ορισμός : Μια στοχαστική διαδικασία είναι μια οικογένεια τυχαίων μεταβλητών {X(t) :

t ∈ T}, όπου t είναι μια παράμετρος που παίρνει τιμές σε ένα κατάλληλα ορισμένο σύνολο T .

Για κάθε σημείο ω ∈ Ω που αντιστοιχίζει t 7→ X(t, ω) είναι το αντίστοιχο μονοπάτι-

δειγματοληψία.

Η ιδέα είναι ότι αν εκτελέσουμε το πείραμα και παρατηρήσουμε τις τυχαίες τιμές X(·) κα-

θώς ο χρόνος εξελίσσεται, στην πραγματικότητα παρατηρούμε ένα μονοπάτι X(t, ω|t ≥ 0 για

κάποιο καθορισμένο ω ∈ Ω. Αν επαναλάβουμε το πείραμα, θα παρατηρήσουμε ένα διαφορετικό

μονοπάτι.

Αν t = 0, 1, 2, ..., έχουμε στοχαστική διαδικασία σε διακριτό χρόνο.

Αν t ∈ [0, a), έχουμε στοχαστική διαδικασία σε συνεχή χρόνο.

Εναλλακτικός ορισμός : Μια στοχαστική διαδικασία είναι η κατανομή πιθανότητας

σε μονοπάτια.

Παράδειγμα :

1. ΄Εστω f(t) = t με πιθανότητα 1.

2. ΄Εστω f(t) = t για κάθε t με πιθανότητα
1
2 .

΄Εστω f(t) = −t για κάθε t με πιθανότητα
1
2 .

3. ΄Εστω f(t) = t ή −t με πιθανότητα
1
2 για κάθε αποτέλεσμα για κάθε t.

Παρατηρούμε ότι με τον κλασσικό ορισμό δεν είναι ξεκάθαρο αμέσως ότι αυτές είναι στο-

χαστικές διαδικασίες αλλά άμα σκεφτεί κανείς τον εναλλακτικό ορισμό τότε μπορούμε να

καταλάβουμε πολύ περισσότερα πράγματα.
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Στην πρώτη περίπτωση για τυχαίο t γνωρίζοντας όλες τις προηγούμενες Xt είναι

φανερό ότι Xt+1 θα είναι πάλι t.

Στην δεύτερη περίπτωση ομοίως για τυχαίο t παρατηρούμε ότι βλέποντας το Xt

μπορούμε να γνωρίζουμε το Xt+1.

Στην τρίτη περίπτωση όμως για τυχαίο t δεν μπορούμε να γνωρίζουμε το Xt+1, γνω-

ρίζουμε μόνο τις πιθανότητες.

Η μελέτη των στοχαστικών διαδικασιών γνωρίζοντας το παρελθόν, είναι να βγάλουμε

λογικά συμπεράσματα για το μέλλον .

4.4 Απλός Τυχαίος Περίπατος

΄Εστω Y1, Y2, .., Yn είναι ανεξάρτητες όμοια κατανεμημένες τυχαίες μεταβλητές έτσι ώστε

Yi = ±1 με ίσες πιθανότητες
1
2 .

΄Εστω X0 = 0 και Xk = Y1 + ...+ Yk, για όλα τα k ≥ 1.

Αυτό δίνει κατανομή πιθανότητας στις ακολουθίες {X0, X1, ....} και ορίζει έτσι μία δια-

κριτού χρόνου στοχαστική διαδικασία. Αυτή η διαδικασία είναι γνωστή ως ο μονοδιάστατος

απλός τυχαίος περίπατος, την οποία εμείς θα αναφέρουμε ως τυχαίο περίπατο από τώρα και

στο εξής.

4.4.1 Ιδιότητες Τυχαίου Περίπατου

Από το Κεντρικό Θεώρημα Ορίου μπορούμε να δούμε ότι για αρκετά μεγάλο n,

η κατανομή του είναι
1√
n
Xn και συγκλίνει στην κανονική κατανομή με μέση τιμή 0 και δια-

κύμανση 1.

Αυτή η παρατήρηση μας δίνει αρκετές πληροφορίες για τον τυχαίο περίπατο. Παρακάτω

θα παραθέσουμε κάποιες ιδιότητες του :

1. E[Xi] = 0 για κάθε i.

2. (Ανεξάρτητες αυξομειώσεις) Για κάθε 0 = k0 ≤ k1 ≤ k2 ≤ ... ≤ kn, οι τυχαίες

μεταβλητές Xki+1
−Xki είναι ανεξάρτητες μεταξύ τους.

3. (Στασιμότητα) Για όλα τα h > 1 και k > 0 η κατανομή του Xk+h−Xk είναι ίδια με την

κατανομή του Xh.

Παράδειγμα : ΄Εστω πως παίζουμε ένα τυχερό παιχνίδι όπου ρίχνουμε ένα δίκαιο νόμισμα

και κάθε φορά που έρχεται κορώνα κερδίζουμε 1 δολάριο και κάθε φορά που έρχεται γράμματα

χάνουμε 1 δολάριο. Το κεφάλαιο μας κατά την διάρκεια του παιχνιδιού είναι ένας απλός τυχαίος

περίπατος.

Αν μετά από 6 ρίψεις έχω ΓΚΚΓΚΓ τότε δεν χάσαμε ούτε κερδίσαμε. Αν Ri το τυχαίο

ποσό 1$ ή -1$ που κερδίζω σε μια i ρίψη τότε έχουμε

E[Ri] = 0, E[R2
i ] = 1, E[RiRj ] = 0.
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Σε αυτό το παράδειγμα δεν μας ενδιαφέρει αν οι αναμενόμενες τιμές έχουν συσχέτιση με

το παρελθόν. Με άλλα λόγια το γεγονός να ρίξω 5 συνεχόμενες κορώνες δεν επηρεάζει το

αποτέλεσμα της έκτης ρίψης.

΄Εστω Si το μέσο συνολικό ποσό χρημάτων που έχω κερδίσει μέχρι την i ρήψη.

Si =
i∑

j=1

Rj

Υπολογίζουμε τώρα τις αναμενόμενες τιμές του ῟Σι χωρίς να μας ενδιαφέρει τι πληροφορίες

έχουμε για τις ρίψεις. Δηλαδή υπολογίζουμε αναμενόμενες τιμές του μέλλοντος πριν καν το

πείραμα αρχίσει.

E[Si] = 0, E[S2
i ] = E[R2

i + 2R1R2 + ...] = i

΄Εστω ότι έχω ρίξει 5 φορές το νόμισμα, τι μπορώ να πω για την αναμενόμενη τιμή της

έκτης ρίψης·

Αυτή είναι η αναμενόμενη τιμή υπό εξάρτηση, δηλαδή

E[S6|R1, R2, ..., R5] = S5

Παρατήρηση : Αυτή είναι η ιδιότητα Markov. Συνεπώς ο απλός τυχαίος περίπατος μας

έχει την ιδιότητα Markov.

Επίσης ο απλός τυχαίος περίπατος του πειράματος μας έχει και άλλη μια ιδιότητα. Μετά

από 5 ρίψεις γνωρίζουμε το ποσό που έχουμε κερδίσει. Το αναμενόμενο ποσό μετά την έκτη

ρίψη είναι το ποσό που ήδη έχουμε και συγκεκριμένα για κάθε i ρίψη το αναμενόμενο ποσό

είναι το ποσό που έχουμε ήδη κερδίσει.

E[Si|Sj , j < i] = Sj

Συνεπώς ο απλός τυχαίος περίπατος μας έχει και την ιδιότητα Martingale.

4.5 Ιδιότητα Τετραγωνικής Μεταβολής

Θα ορίσουμε τώρα την τετραγωνική μεταβολή του τυχαίου περίπατου[13]. Η τετραγωνική

μεταβολή ορίζεται ως

i∑
j=1

(Si − Sj−1)2.

Επειδή είτε κερδίζουμε είτε χάνουμε 1$ μετά από κάθε ρίψη , |Sj − Sj−1| = 1. Συνεπώς

η τετραγωνική μεταβολή είναι πάντα i.
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i∑
j=1

(Si − Sj−1)2 = i.

Θα χρησιμοποιήσουμε άλλη μια φορά το παράδειγμα με το νόμισμα και αυτό θα μας οδη-

γήσει στον τυχαίο περίπατο συνεχούς χρόνου.

4.6 Κίνηση Brown

Μια από τις πιο σημαντικές στοχαστικές διαδικασίες είναι η κίνηση Brown. Η κίνηση

Brown παρουσιάζει μεγάλο ενδιαφέρον τόσο από θεωρητικής άποψης όσο και από πλευράς

εφαρμογών. Η στοχαστική αυτή διαδικασία παίζει πολύ σημαντικό ρόλο στην θεωρία των

στοχαστικών διαφορικών εξισώσεων και αποτελεί έναν από τους ακρογωνιαίους λίθους των

χρηματοοικονομικών μαθηματικών όσον αφορά τα μοντέλα σε συνεχή χρόνο.

Στο κεφάλαιο αυτό θα ορίσουμε την κίνηση Brown και θα παρουσιάσουμε τις κυριότερες

ιδιότητες της.

Ορισμός : Η κίνηση Brown είναι μια στοχαστική διαδικασία Bt η οποία παίρνει τιμές στον

< και έχει τις ακόλουθες ιδιότητες.

1. W (0) = 0 a.s(almost surely).

2. Wt+u −Wt ∼ N (0, u).

3. ΤοW έχει ανεξάρτητες μεταβολές για κάθε t > 0 και οι μελλοντικές μεταβολέςWt+u−
Wt > 0 είναι ανεξάρτητες από τις παρελθοντικές τιμές του Ws, s < t.

Παράδειγμα : Θα αλλάξουμε λίγο τους κανόνες του πειράματος μας με το νόμισμα. Πρώτα

από όλα θα ορίσουμε χρόνο t όπου εκτελείται το πείραμα. Οπότε σε περίοδο t έχω 6 ρίψεις

που συμβαίνουν κάθε
t
6 . Δεύτερον θα αλλάξω την ποσότητα του στοιχήματος από 1$ σε

√
t
6 .

Το πείραμα εξακολουθεί να διατηρεί τις ιδιότητες Markov και Martingale και η τετραγω-

νική μεταβολή που υπολογίζεται για όλη την διαδικασία είναι

6∑
j=1

(Sj − Sj−1)2 = 6× (

√
t

6
)2 = t.

Το πείραμα μου έχει οριστεί έτσι ώστε η τετραγωνική μεταβολή του να ισοδυναμεί με τον

χρόνο του πειράματος. ΄Εστω πως παίρνω n ρίψεις στην διάρκεια t. Η τετραγωνική μεταβολή

γίνεται

n∑
j=1

(Sj − Sj−1)2 = n× (

√
t

n
)2 = t.
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Επόμενο βήμα είναι να ξεκινήσω να αυξάνω το n κάνοντας το μεγαλύτερο και μεγαλύτερο.

Συνεπώς αυξάνω την ταχύτητα του παιχνιδιού μειώνοντας συνεχώς τον χρόνο ανάμεσα σε δύο

ρίψεις μειώνοντας και το ποντάρισμα. ΄Εχω επιλέξει προσεκτικά τις καινούργιες μου μεταβολές

με το χρονικό βήμα να μειώνεται κατά n−1 αλλά το μέγεθος του πονταρίσματος μειώνεται μόνο

κατά n−
1
2 .(ΓΡΑΦΗΜΑ)

Καθώς παίρνω το όριο n =∞, το αποτέλεσμα του τυχαίου περίπατου μένει πεπερασμένο.

΄Εχει αναμενόμενη τιμή, με την προϋπόθεση πως η αρχή του είναι το μηδέν,

E[S(t)] = 0

Και διακύμανση,

E[S(t)2] = t

Χρησιμοποιώ το S(t) για να ορίσω το ποσό που έχουμε κερδίσει ή την τυχαία μεταβλητή

μετά από χρόνο t. Η διαδικασία του ορίου αυτού του τυχαίου περίπατου καθώς το διάστημα

μεταξύ των ρίψεων τείνει στο μηδέν είναι η κίνηση Brown.

Σημείωση : Το 1827, ο βοτανικός Robert Brown, κοιτάζοντας ένα μικροσκόπιο σε σωμα-

τίδια που βρίσκονται σε κόκκους γύρης στο νερό, σημείωσε ότι τα σωματίδια μετακινήθηκαν

μέσα στο νερό αλλά δεν ήταν σε θέση να προσδιορίσουν τους μηχανισμούς που προκάλεσαν

αυτή την κίνηση. Τα άτομα και τα μόρια θεωρούνται εδώ και πολύ καιρό ως τα συστατικά της

ύλης και πολλές δεκαετίες αργότερα, Ο Albert Einstein δημοσίευσε μια εργασία το 1905 το

οποίο εξηγούσε λεπτομερώς πώς η κίνηση που είχε παρατηρήσει ο Brown ήταν αποτέλεσμα

της γύρης που μετακινείται από μεμονωμένα μόρια νερού. (ιι) Οι τιμές των μετοχών μπορούν

επίσης να μοντελοποιηθούν με την κίνηση Βροων.

4.6.1 Ιδιότητες Κίνησης Brown

1. Τέμνει τον άξονα X άπειρες φορές.

2. ΄Εχει πολύ κοντινή σχέση με την καμπύλη x = y2 ( δεν παρεκκλίνει πολύ από αυτήν).

3. Δεν είναι πουθενά παραγωγίσιμη.

4. Πεπερασμένη : Κάθε άλλη μείωση του στοιχήματος ή “αυξήσεων” με κάθε βήμα θα

είχε ως αποτέλεσμα είτε σε έναν τυχαίο περίπατο που τείνει στο άπειρο σε πεπερασμένο

χρόνο ή σε όριο όπου δεν υπήρχε καθόλου κίνηση.

5. Συνέχεια. Τα μονοπάτια είναι συνεχή και δεν παρουσιάζουν ασυνέχειες. Η κίνηση

Brown είναι το όριο στον-συνεχή χρόνο του διακριτού τυχαίου περίπατου.

6. Markov. Η κατά συνθήκη κατανομή του X(t) έχοντας την πληροφορία έως τ < t

εξαρτάται μόνο από το X(τ).
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7. Martingale. ΄Εχοντας όλη την πληροφορία έως τ < t η υπό συνθήκη αναμενόμενη

τιμή του X(t) είναι X(τ).

8. Τετραγωνική μεταβολή. Αν διαιρέσουμε το διάστημα του χρόνου από 0 έως t και

n+ 1 σημεία ti = it
n τότε

n∑
j=1

(X(tj)−X(tj−1))
2 → t (Technicaly ”almost surely”)

Σημείωση : Πολλές από τις αποδείξεις αυτών των ιδιοτήτων είναι αρκετά περίπλοκες και

περιλαμβάνουν μια άρτια κατανόηση της θεωρίας της πιθανότητας και άλλων αξιωμάτων. Γι

αυτό για τους σκοπούς της εργασίας παραλείπονται.

΄Εχοντας χτίσει την ιδέα και τις ιδιότητες της κίνησης Brown από μια σειρά πειραμάτων

μπορούμε να πάψουμε να χρησιμοποιούμε πειράματα αφήνοντας την κίνηση Brown όπως ο-

ρίζεται από τις ιδιότητες της.

4.7 Στοχαστική Ολοκλήρωση

Θα ορίσω το στοχαστικό ολοκλήρωμα[8] ως

W (t) =

∫ t

0
f(τ)dX(τ) = lim

n→∞

n∑
j=1

f(tj−1)(X(tj)−X(tj−1))

΄Οπου tj = tj
n .

Πριν ξεκινήσω να δουλεύω πάνω στο ολοκλήρωμα θα πρέπει να αναφέρω ότι η συνάρτηση

f(t) που ολοκληρώνω όπως φαίνεται παραπάνω παίρνει τις τιμές του αριστερού σημείου tj−1

. Είναι σημαντικό ώστε κάθε τιμή της συνάρτησης δεν γνωρίζει για την τυχαία μεταβολή της

που την πολλαπλασιάζει, δηλαδή η ολοκλήρωση της συνάρτησης δεν γνωρίζει το μέλλον της

άρα είναι μη προβλέψιμη.

4.7.1 Στοχαστικές Διαφορικές Εξισώσεις

Τα στοχαστικά ολοκληρώματα είναι σημαντικά για κάθε είδους θεωρία στοχαστικού λο-

γισμού αφού έχουν ουσιώδης ορισμό. Παρόλα αυτά είναι ευρέως διαδεδομένη η παρακάτω

εξίσωση

W (t) =

∫ t

0
f(τ)dX(τ)

Να συμβολίζεται ως εξής,

dW = f(t)dX
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Το dX μπορούμε να το σκεφτούμε σαν την αύξηση σε X, όπου X είναι μια κανονική τυχαία

μεταβλητή με μέση τιμή μηδέν και διακύμανση
√
dt. Οι παραπάνω εξισώσεις είναι ισοδύναμες.

΄Ενας από τους λόγους που χρησιμοποιούμε τον δεύτερο συμβολισμό είναι γιατί μοιάζει αρκετά

με μια κανονική διαφορική εξίσωση. Δεν προχωράμε βέβαια στο βήμα της διαίρεσης με dt γιατί

μετά θα είχαμε το δύσκολο έργο να ορίσουμε το dX/dt.

Προχωρώντας με αυτήν την ιδέα παραπέρα μπορούμε να πούμε ότι

dW = g(t)dt+ f(t)dX

Η παραπάνω εξίσωση είναι απλά συντομογραφία του

W (t) =

∫ t

0
g(τ)dτ +

∫ t

0
f(τ)dX(τ)

Εξισώσεις σαν την παραπάνω ονομάζονται στοχαστικές διαφορικές εξισώσεις. Το ακριβές

νόημα τους βέβαια προέρχεται από το στοχαστικό ολοκλήρωμα. Για το υπόλοιπο της εργασίας

θα χρησιμοποιούμε την συντομογραφία.

4.7.2 Μέσο Τετραγωνικό ΄Οριο(Mean Square Limit)

Θα περιγράψουμε τον τεχνικό όρο του μέσου τετραγωνικού ορίου. Θα μας φανεί χρήσιμος

στον ορισμό του στοχαστικού ολοκληρώματος. ΄Εστω η παρακάτω ποσότητα

E[
n∑
j=1

((X(tj)−X(tj−1))
2 − t)2]

Το παραπάνω μπορεί να γραφεί ως

E[
n∑
j=1

((X(tj)−X(tj−1))
4 + 2

n∑
i=1

∑
j<i

((X(ti)−X(ti−1))
2((X(tj)−X(tj−1))

2−

2t
n∑
j=1

((X(tj)−X(tj−1))
2 + t2]

Αφού η διαφορά X(tj) − X(tj−1) είναι κανονικά κατανεμημένη με μέση τιμή μηδέν και

διακύμανση t/n έχουμε ,

E[(X(tj)−X(tj−1))
2] =

t

n

Και
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E[(X(tj)−X(tj−1))
4] =

3t2

n2

Συνεπώς η εξίσωση μας γίνεται

n
3t2

n2
+ n(n− 1)

t2

n2
− 2tn

t

n
+ t2 = O(

1

n
)

καθώς το n τείνει στο άπειρο η ποσότητα τείνει στο μηδέν. Οπότε μπορούμε να πούμε

πως

n∑
j=1

((X(tj)−X(tj−1))
2 = t

στο μέσο τετραγωνικό όριο. Για προφανείς λόγους το παραπάνω γράφεται ως

∫ t

0
(dX)2 = t

Παρατήρηση : Δεν θα έπρεπε να σκεφτόμαστε το dX ως το τετράγωνο μιας κανονικά

κατανεμημένης τυχαίας μεταβλητής με μέση τιμή μηδέν και διασπορά dt. Θα πρέπει να το

σκεφτόμαστε σαν το άθροισμα των τετραγώνων άπειρων α.ο.κ κανονικών μεταβλητών όπου

κάθε μία έχει μέση τιμή μηδέν και απειροελάχιστη διασπορά. Και τι γίνεται αφού τα αθροίσουμε·

Σε αυτήν την περίπτωση έχουμε μια ποσότητα με μέση τιμή dt και διασπορά που τείνει στο

μηδέν καθώς ο αριθμός των μεταβλητών προσεγγίζει το άπειρο.

4.8 Το Λήμμα του ΄Ιτο

΄Εστω η συνάρτηση F (X) = X2
όπου X μια κίνηση Brown , ισχύει όμως dF = 2X ; Η

απάντηση είναι όχι καθώς ο απλός λογισμός δεν έχει εφαρμογή στο στοχαστικό περιβάλλον.

΄Εστω η χρονική κλίμακα

δt

n
= h.

Η κλίμακα είναι τόσο μικρή όπου μπορώ να γράψω το ανάπτυγμα Taylor :

F (X(t+ h))− F (X(t)) = (X(t+ h)−X(t))
dF

dX
)X(t) +

1

2
(X(t+ h)−X(t))2

d2F

dX2
)X(t) + ...

Μπορώ τώρα να πω ότι
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(F (X(t+ h))− F (X(t))) + (F (X(t+ 2h))− F (X(t+ h))) + ...

+(F (X(t+ nh))− F (X(t+ (n− 1)h))) =
n∑
j=1

(F (X(t+ jh))− F (X(t+ (j − 1)h)))
dF

dX
(X(t+ (j − 1)h))

+
1

2

d2F

dX2
X(t)

n∑
j=1

(F (X(t+ jh))− F (X(t+ (j − 1)h)))2 + ...

΄Οπου χρησιμοποιώ την προσέγγιση :

d2F

dX2
(X(t+ (j − 1)h)) =

d2F

dX2
(X(t)) (4.2)

που με καλύπτει για την ακρίβεια που επιθυμώ.

Το πρώτο μέρος γίνεται :

F (X(t+ nh))− F (X(t)) = F (X(t+ δt))− F (X(t)) (4.3)

Το δεύτερο μέρος γίνεται :

∫ t+δt

t

dF

dX
dX (4.4)

και τέλος :

∫ t+δt

t

1

2

d2F

dX2
(X(t)) (4.5)

΄Αρα έχω :

F (X(t+ δt)− F (X(t)) =

∫ t+δt

t

dF

dX
(X(τ)dX(τ) +

∫ t+δt

t

1

2

d2F

dX2
(X(τ))dτ (4.6)

Καθώς αυξάνω την κλίμακα από 0 έως t καταλήγω να έχω

F (X(t)) = F (X(0)) +

∫ t+δt

t

dF

dX
(X(τ)dX(τ) +

∫ t+δt

t

1

2

d2F

dX2
(X(τ))dτ (4.7)

Που γράφεται ώς :

dF =
dF

dX
dX +

1

2

d2F

dX2
dt (4.8)

Αυτό είναι το λήμμα του ΄Ιτο.

Συνεπώς αν η F = X2
τότε dF = 2XdX + dt.
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΄Εστω η στοχαστική διαφορική εξίσωση ,

dS = a(S)dt+ b(S)dX

Για δύο συναρτήσεις a(S) και b(S) με dX την τυπική κίνηση Brown. ΄Εστω τώρα η

συνάρτηση V (S), ποια στοχαστική διαφορική εξίσωση την ικανοποιεί · Η απάντηση είναι ,

dV =
dV

dS
dS +

1

2
b2
d2V

dS2
dt.

4.9 Λογισμός του ΙΤΟ με Πολλαπλές Μεταβλητές

Στα χρηματοοικονομικά προβλήματα βλέπουμε πολύ συχνά συναρτήσεις μιας στοχαστικής

μεταβλητής S και μιας ντετερμινιστικής μεταβλητής t, που συμβολίζει τον χρόνο, V (S, t). Αν

dV =
∂V

∂t
dt+

∂V

∂S
dS +

1

2
b2
∂2V

∂S2
dt.

Υπενθύμιση ότι τη παραπάνω είναι συντομογραφία του σωστού ολοκληρωτικού τύπου.

Παράδειγμα : Κάποιες φορές θα συναντήσουμε μια συνάρτηση δύο ή και παραπάνω τυ-

χαίων μεταβλητών μαζί με τον χρόνο : V (S1, S2, t). ΄Ενα παράδειγμα θα ήταν η τιμή ενώς

συμβολαίου που δίνει το δικαίωμα αγοράς της πιο ακριβής μετοχής από ένα ζεύγος(πχ. Nike,

Adidas). Η συμπεριφορά των S1, S2 θα είναι

dS1 = a1(S1, S2, t)dt+ b1(S1, S2, t)dX1

και

dS2 = a2(S1, S2, t)dt+ b2(S1, S2, t)dX1

Σημειώνουμε ότι έχουμε δύο κινήσεις Brown dX1, dX2 . Μπορούμε να τις φανταστούμε

ως κανονικά κατανεμημένες με διασπορά dt, αλλά συσχετίζονται. Η συσχέτιση μεταξύ τους

μπορεί να ονομαστεί ρ με

−1 ≤ ρ ≤ 1

Υπενθυμίζω,

dX2
1 = dt, dX2

2 = dt, dX1dX2 = ρdt
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Οπότε η εξίσωση γίνεται :

dV =
∂V

∂t
dt+

∂V

∂S1
dS1 +

∂V

∂S2
dS2 +

1

2
b21
∂2V

∂S2
1

dt+
1

2
b22
∂2V

∂S2
2

dt+ ρb1b2
∂2V

∂S1∂S2
dt

Παρακάτω θα δούμε δύο τελευταία παραδείγματα για να καταλήξουμε στην εξίσωση που θα

χρησιμοποιήσουμε για την μοντελοποίηση ενός περιουσιακού στοιχείου.

΄Οπως είδαμε μια στοχαστική διαφορική εξίσωση ενός μοντέλου για μια μεταβλητή S είναι

της παρακάτω μορφής

dS = ....dt+ ....dX

΄Οπου το κομμάτι μπροστά από το dt είναι ντετερμινιστικό και το κομμάτι μπροστά από

το dX μας λέει πόση τυχαιότητα υπάρχει. Μοντελοποίηση είναι να αποφασίσουμε τι θα

συμπληρώσουμε στα κενά, είναι η επιλογή των συναρτήσεων για το ντετερμινιστικό και για το

τυχαίο κομμάτι. Παρακάτω θα δούμε δύο παραδείγματα :

4.10 Κίνηση Brown με Ρεύμα

Παράδειγμα 1 :

Το πρώτο παράδειγμα είναι μια απλή κίνηση Brown με ρεύμα :

dS = µdt+ σdX

Μια προσομοίωση της παραπάνω εξίσωσης φαίνεται στο παρακάτω γράφημα. ΄Οπως βλέπου-

με το S παίρνει αρνητικές τιμές. ΄Αρα η κίνηση Brown με ρεύμα δεν είναι καλό μοντέλο για

πολλές χρηματοοικονομικές ποσότητες, όπως επιτόκια η τιμές περιουσιακών στοιχείων.
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4.11 Λογοκανονικός Τυχαίος Περίπατος

Παράδειγμα 2 :

Το δεύτερο παράδειγμα είναι παρόμοιο με το πρώτο αλλά το ρεύμα και η τυχαιότητα είναι

ανάλογα του S:

dS = µSdt+ σSdX

Η εξίσωση αυτή συμπεριφέρεται όπως φαίνεται στο παρακάτω γράφημα. ΄Οσο το S δεν

παίρνει αρνητικές τιμές τότε η εξίσωση δεν γίνεται ποτέ αρνητική και όσο το S πλησιάζει στο

μηδέν τόσο μικρότερες είναι οι αυξομειώσεις του dS.

Λαμβάνοντας την παραπάνω εξίσωση υπόψιν μας, μια συνάρτηση V (S, t) ικανοποιείται από

την παρακάτω εξίσωση :

dV =
∂V

∂t
dt+

∂V

∂S
dS +

1

2
σ2S2∂

2V

∂S2
dt.

Σημείωση : ΄Εστω ότι έχω δύο μετοχές S1, S2 , με αντίστοιχες τιμές 100$ και 1000$.

Στο τέλος μιας χρηματιστηριακής μέρας οι μετοχές έχουν πάρει τις τιμές 200$ και 1100$

αντίστοιχα. Αν λάμβανα υπόψιν το πρώτο παράδειγμα παρατηρώντας την διαφορά των δύο με-

τοχών από το άνοιγμα στο κλείσιμο θα είχα dS1 = dS2. Οπότε θα κατέληγα στο συμπέρασμα

ότι σε οποιαδήποτε μετοχή και να επενδύσω έχω το ίδιο αποτέλεσμα. Αν όμως λάβω υπόψιν

μου το ποσοστό που ανέβηκε η κάθε μετοχή τότε dS1/S = 100% και dS2/S = 10%. Εδώ

είναι φανερή η διαφορά των δύο μετοχών στην αξία τους ως επένδυση. Αν παρατηρήσει κανείς

την παραπάνω εξίσωση και διαιρέσει τα δύο μέλη με S τότε πράγματι έχουμε μια στοχαστική

διαφορική εξίσωση που μοντελοποιεί την ποσοτική διαφορά ενός περιουσιακού στοιχείου.



Κεφάλαιο 5

Μοντέλο Black-Scholes

΄Εχοντας αποκτήσει τις μαθηματικές γνώσεις που μας χρειάζονται στο προηγούμενο κε-

φάλαιο, είμαστε έτοιμοι να παρουσιάσουμε ένα από τα πιο σημαντικά κεφάλαια των οικονομικών

μαθηματικών που οδήγησαν στην ραγδαία εξέλιξη της βιομηχανίας των επενδύσεων. Το μο-

ντέλο Black-Scholes και τα συμπεράσματα του είναι οι βάσεις για την θεωρία των παραγώγων.

Οι βάσεις αυτές είναι η Δέλτα αντιστάθμιση κινδύνου(Delta Hedging) και η έννοια της μη

Εξισορροπητικής Κερδοσκοπίας(No Arbitrage). Θα ξεκινήσουμε με το μοντέλο της στοχα-

στικής διαφορικής εξίσωσης για μια μετοχή και θα δούμε πως αλληλεπιδρά με τα δικαιώματα

προαίρεσης της μετοχής αυτής η μετοχή, δημιουργόντας ένα χαρτοφυλάκιο χωρίς ρίσκο[5].

5.1 ΄Ενα Ειδικό Χαρτοφυλάκιο

΄Εχοντας δει στο 3ο κεφάλαιο τα χαρακτηριστικά των δικαιωμάτων προαίρεσης, το δικαίωμα

αγοράς σίγουρα αποτελείται από μια εξίσωση με πολλές μεταβλητές, όπως η τιμή εξάσκησης Ε,

η ημερομηνία ωρίμανσης κλπ. Αν Τ είναι η ημερομηνία ωρίμανσης τότε τ ορίζουμε τον τωρινό

χρόνο. Η τιμή θα εξαρτάται επίσης από πολλές μεταβλητές του περιουσιακού στοιχείου που

αντιστοιχεί όπως η τιμή του, η μεταβλητότητα του. Μπορούμε να γράψουμε την αξία του

συμβολαίου ως εξής :

V (S, t;σ, µ;E, T ; r).

Παρατηρήστε ότι τα ερωτηματηκά χωρίζουν διαφορετικούς τύπους μεταβλητών και παρα-

μέτρων :

1. S ,t είναι μεταβλητές·

2. σ, μ είναι παράμετροι που συσχετίζονται με την τιμή του περιουσιακού στοιχείου.

3. Ε, Τ είναι παράμετροι που συσχετίζονται με τις λεπτομέριες του συμβολαίου.

4. r είναι η παράμετρος που συσχετίζεται με το συνάλλαγμα όπου η τιμή του στοιχείου

συμβολίζεται.

25
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Για το υπόλοιπο του κεφαλαίου δεν θα χρησιμοποιούμε αυτόν τον μεγάλο συμβολισμό αλλά

τον συμβολισμό V (S, t) για την τιμή του συμβολαίου.

Μία απλή απαρατήρηση είναι ότι αν η τιμή του στοιχείου αυξηθεί τότε θα αυξηθεί και η

τιμή του συμβολαίου αγοράς και θα μειωθεί αν μειωθεί η τιμή του περιουσιακού στοιχείου

αντίστοιχα. Αυτό είναι λογικό καθώς η τιμή του δικαιώματος αγοράς έχει μεγαλύτερο κέρδος

όσο μεγαλύτερη είναι η τιμή του στοιχείου την στιγμή ωρίμανσης. Αυτό είναι ένα παράδειγ-

μα θετικής συσχέτισης μεταξύ δύο χρηματοοικονομικών στοιχείων. Το δικαίωμα πώλησης

έχει αρνητική συσχέτιση. Θα εκμεταλλευτούμε την σχέση αυτή κατασκευάζοντας ένα ειδικό

χαρτοφυλάκιο.

Θα χρησιμοποιήσουμε το γράμμα Π για να συμβολίσουμε την αξία του χαρτοφυλακίου

ενός Long Call και μιας short θέσης σε μια ποσότητα Δ του περιουσιακού στοιχείου.

Π = V (S, t)−∆S

Ο πρώτος όρος είναι η τιμή του συμβολαίου και ο δεύτερος η short θέση στο στοιχείο.

Το πρόσημο (-) συμβολίζει ότι είμαστε short στο στοιχείο. Η ποσότητα Δ θα είναι κάποια

σταθερή ποσότητα της επιλογής μας για την ώρα. Υποθέτουμε ότι το στοιχείο ακολουθεί

λογοκανονικό τυχαίο περίπατο

dS = µSdt+ σSdX

΄Επειτα είναι φυσικό να αναρωτηθούμε ποια η τιμή του χαρτοφυλακίου από χρόνο t σε

t+ dt. Συνεπώς θα έχω,

dΠ = dV −∆dS

Παρατηρούμε ότι το Δ παραμένει σταθερό κατά την μεταβολή του χρόνου. Από τον Ito

έχουμε :

dV =
∂V

∂t
dt+

∂V

∂S
dS +

1

2
σ2S2∂

2V

∂S2
dt.

Συνεπώς το χαρτοφυλάκιο γίνεται :

dΠ =
∂V

∂t
dt+

∂V

∂S
dS +

1

2
σ2S2∂

2V

∂S2
dt−∆dS.

5.2 Απαλοιφή Ρίσκου

Την παραπάνω εξίσωση μπορώ να την ξανά γράψω συγκεντρώνοντας τους όρους, οπότε

έχω :
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dΠ = (
∂V

∂t
+

1

2
σ2S2∂

2V

∂S2
)dt+ (

∂V

∂S
−∆)dS

Το δεξί σκέλος της αποτελείται από δύο τύπους όρων. ΄Εναν ντετερμινιστικό και έναν

τυχαίο. Ο ντετερμινιστικός όρος είναι ότι προηγείται του dt και ο τυχαίος ότι προηγείται

του dS. Ο τυχαίος όρος στο χαρτοφυλάκιο είναι το ρίσκο μας. Υπάρχει κάποιος τρόπος να

μειώσουμε το ρίσκο· Αυτό μπορεί να γίνει στην θεωρία(και σχεδόν στην πράξη) αν επιλέξουμε

προσεκτικά το Δ. Αν θέσουμε ,

∆ =
∂V

∂S

τότε η τυχαιότητα μηδενίζεται. Οποιαδήποτε μείωση της τυχαιότητα ονομάζεται Αντι-

στάθμιση του Ρίσκου(Hedging). Η αντιστάθμιση ρίσκου εκμεταλλευόμενη την συσχέτιση

μεταξύ δύο στοιχείων(στην περίπτωση μας ενός συμβολαίου δικαιώματος προαίρεσης και το

περιουσιακό στοιχείο του) ονομάζεται Delta Hedging. Η δέλτα αντιστάθμιση κινδύνου είναι

ένα παράδειγμα δυναμικής στρατηγικής αντιστάθμισης ρίσκου. Από μια χρονική στιγμή t σε

μια χρονική στιγμή t + dt η ποσότητα Δ μεταβάλεται αφού είναι σαν το V , μια συνάρτηση

των μεταβλητών S, t. Η έννοια της αντιστάθμισης ρίσκου Δέλτα περιγράφηκε πρώτα από

τους Thorp & Kassouf(1967) αλλά τους ξέφυγε το επόμενο σήμαντικό(Nobel prize winning)

βήμα.

5.3 Μη Εξισορροπητική Κερδοσκοπία No Arbitrage

΄Εχοντας λοιπόν επιλέξει προσεκτικά την ποσότητα Δ όπως ειπώθηκε παραπάνω έχουμε

στα χέρια μας ένα χαρτοφυλάκιο όπου η αξία του μεταβάλλεται ως

dΠ = (
∂V

∂t
+

1

2
σ2S2∂

2V

∂S2
)dt.

Η μεταβολή αυτή είναι χωρίς κανένα ρίσκο. Αν έχουμε μια μεταβολή χωρίς κανένα ρίσκο

dP στο χαρτοφυλάκιο Π τότε θα πρέπει να είναι ίση με την αύξηση που θα είχαμε αν βάζαμε

την ίδια αξία σε ρευστό σε έναν τραπεζικό λογαριασμό με κάποιο επιτόκιο :

dΠ = rΠdt.

Αυτό είναι ένα παράδειγμα no-arbitrage αρχής. Για να δούμε γιατί θα αναλύσουμε τα δύο

παρακάτω σενάρια. Θα εξετάσουμε τι θα συνέβαινε αν η απόδοση του χαρτοφυλακίου ήταν,

αφενός, μεγαλύτερη και, αφετέρου, μικρότερη από risk-free επιτόκιο. Αν ήταν σίγουρο ότι η

απόδοση θα ήταν μεγαλύτερη από r του delta-hedged χαρτοφυλάκιου τότε αυτό που μπορούμε

να κάνουμε είναι να δανειστούμε ρευστό με επιτόκιο r, να επενδύσουμε το ρευστό στο χωρίς

ρίσκο χαρτοφυλάκιο και να έχουμε κέρδος. Αν από την άλλη ήταν μικρότερη η απόδοση από
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r τότε θα πάρουμε short θέση στο συμβόλαιο, έπειτα εφαρμόζουμε αντιστάθμιση κινδύνου

δέλτα και επενδύουμε το ρευστό στην τράπεζα. ΄Οπως και να έχει σε κάθε μια από τις δύο

περιπτώσεις έχουμε κέρδος χωρίς κίνδυνο. Σε αυτό το σημείο θα πούμε ότι η δράση των επεν-

δυτών που αγοράζουν και πωλούν ώστε να εκμεταλλευτούν την εξισορροπιτική κερδοσκοπία

θα προκαλέσει την τιμή του συμβολαίου στην αγορά να κινηθεί προς την κατεύθυνση που

εξαλείφει την κερδοσκοπία.

5.4 Εξίσωση Black-Scholes

΄Εχοντας λοιπόν ότι

dΠ = rΠdt.

Αντικαθιστώντας τις ποσότητες προκύπτει,

(
∂V

∂t
+

1

2
σ2S2∂

2V

∂S2
)dt = r(V − S∂V

∂S
)dt.

Διαιρώντας με dt και φέρνοντας όλα τα μέλη από την μία μεριά έχω :

∂V

∂t
+

1

2
σ2S2∂

2V

∂S2
+ rS

∂V

∂S
− rV = 0

Αυτή είναι η εξίσωση Black-Scholes.

5.5 Ουδετερότητα Κινδύνου

Παρατηρούμε ότι στην εξίσωση Black-Scholes το µ απουσιάζει που σημαίνει ότι το συμ-

βόλαιο δεν εξαρτάται από την τάση του υποκέιμενου περιουσιακού στοιχείου. ΄Εχοντας λοιπόν

εξαλείψει κάθε είδος αβεβαιότητας/κινδύνου μπορούμε να πούμε πως η τιμή του δικαιώματος

είναι η αναμενόμενη τιμή της αποπληρωμής του λαμβάνοντας υπόψιν το επιτόκιο μηδενικού κιν-

δύνου. Η απόδειξη γίνεται με την βοήθεια της φόρμουλας των Feynman-Kac και παραλείπεται

στην παρούσα εργασία.

option value = e−r(T−t)E [ payoff (S)]

Σημείωση :Στην πραγματικότητα αυτό δεν συμβαίνει γιατί πρώτον είναι αδύνατον να

αντισταθμίζουμε συνεχόμενα και να εξαλείφουμε τον κίνδυνο και δεύτερον κάθε επενδυτής

της αγοράς αντιλαμβάνεται διαφορετικά τον κίνδυνο μιας επένδυσης.
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5.6 Οριακές συνθήκες δικαιωμάτων ευρωπαϊκού τύπου

΄Εχοντας αποκτήσει την εξίσωση Black-Scholes για να μπορέσουμε να ξεκινήσουμε την

επίλυση θα πρέπει να θέσουμε κάποια όρια. Το πρώτο όριο που είναι και το πιο φανερό είναι

πως το συμβόλαιο δικαιώματος αγοράς δεν μπορεί να έχει αξία μεγαλύτερη από την μετοχή για

οποιαδήποτε στιγμή. Αυτό ισχύει και για τα Ευρωπαϊκά αλλά και τα Αμερικάνικα συμβόλαια

Call ≤ S(0)

Αυτό είναι το άνω κατώφλι και αν δεν ίσχυε τότε θα υπήρχε ευκαιρία για arbitrage π.χ

κάποιος θα μπορύσε να αγοράσει μετοχή και να πουλήσει δικαίωματα αγοράς και να αποκτήσει

κέρδος χωρίς ρίσκο. Το κάτω κατώφλι είναι

Call ≥ S(0)−Ke−rT

όπου K η τιμή εξάσκησης και T ο χρόνος ωρίμανσης.

Αλλιώς θα μπορούσε κάποιος να αγοράσει ένα συμβόλαιο να πάρει short θέση στην μετοχή,

με την διαφορά να έχει επιτόκιο r που είναι και το κέρδος του.

Για τα Ευρωπαϊκά δικαιώματα πώλησης το παρακάτω ισχύει

Max(Ke−rT − S(0), 0) ≤ Put ≤ Ke−rT

Αν το αριστερό μέρος της εξίσωσης ήταν διαφορετικό θα υπήρχε ευκαιρία για arbitrage

καθώς κάποιος θα μπορούσε να αγοράσει δικαιώματα πώλησης και να αγοράσει μετοχή δα-

νείζοντας λεφτά με επιτόκιο r για να έχει κέρδος. Αν το δεξί μέρος της εξίσωσης δεν ίσχυε

τότε πουλώντας συμβόλαια πώλησης και επενδύοντας με επιτόκιο ρ θα είχαμε μια επένδυση

χωρίς ρίσκο, αν λοιπόν κάποιος εξασκούσε το δικαίωμα πώλησης τότε ο επενδυτής θα είχε

παραπάνω από αρκετά λεφτά για να αγοράσει την μετοχή για Κ.

΄Ορια για Αμερικάνικα δικαιώματα πώλησης.

Max(K − S(0), 0) ≤ Put ≤ K

Παρόμοιες ευκαιρίες για arbitrage όπως οι προηγούμενες είναι η αιτία για τα όρια.

Το κάτω όριο για ένα Αμερικάνικου τύπου δικαίωμα αγοράς είναι

Call ≥ S(0)−K

΄Αρα η τιμή του συμβολαίου θα είναι πάντα μεγαλύτερη από την αξία του συμβολαίου

για οποιαδήποτε στιγμή. Αυτό σημαίνει ότι ένα Αμερικάνικο συμβόλαιο δεν πρέπει ποτέ να

εξασκηθεί πριν την ωρίμανση του. Η διαίσθηση μας λέει ότι το Αμερικάνικο συμβόλαιο πρέπει

να είναι πιο πολύτιμο από το αντίστοιχο Ευρωπαϊκό καθώς προσφέρει περισσότερες επιλογές

εξάσκησης. Αυτό ισχύει για τα δικαιώματα αγοράς αλλά είναι προφανές ότι για το δικαίωματα

αγοράς δεν υπάρχει διαφορά θα πρέπει να έχει την ίδια τιμή με το Ευρωπαϊκό συμβόλαιο[9].
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5.7 Αποτίμηση δικαιωμάτων ευρωπαϊκού τύπου μέσω των

εξισώσεων Black - Scholes

Οι Black και Scholes καταλήγουν στο συμπέρασμα ότι υπάρχει μόνο μία λύση που να

ικανοποιεί τη μερική διαφορική εξίσωση του Μοντέλου, υποκείμενη στην οριακή συνθήκη

ενός δικαίωματος αγοράς ευρωπαϊκού τύπου. Στη συνέχεια μετατρέπουν την εξίσωση στην

εξίσωση μεταφοράς θερμότητας (heat transfer equation), γνωστή από τον τομέα της φυσικής

επιστήμης. Η λεπτομερής ανάλυση της λύσης της είναι εκτός του σκοπού της παρούσας

εργασίας. Η κλειστή μορφή τύπου που προκύπτει για την αποτίμηση του δικαιώματος αγοράς

ευρωπαϊκού τύπου είναι η εξής:

c = SoN(d1)−KerTN(d2)

όπου N(d1), N(d2) είναι κανονικά κατανεμημένες τυχαίες συναρτήσεις.

Επιπλέον ισχύει :

d1 =
ln(So

K ) + (r + σ2

2 )T

σ
√
T

, d2 =
ln(So

K ) + (r − σ2

2 )T

σ
√
T

= d1 − σ
√
T

ενώ με βάση την ισοδυναμία αγοράς – πώλησης ο αντίστοιχος τύπος για ένα δικαίωμα

πώλησης ευρωπαϊκού τύπου είναι:

p = KerTN(−d2)− SoN(−d1)

΄Οπου c η τιμή του δικαιώματος αγοράς ευρωπαϊκού τύπου, p η τιμή του δικαιώματος

πώλησης ευρωπαϊκού τύπου, S0 η τιμή της μετοχής για t = 0, K η τιμή εξάσκησης, r το

συνεχώς ανατοκιζόμενο επιτόκιο δίχως κίνδυνο, T ο χρόνος ως τη λήξη του δικαιώματος και

σ η μεταβλητότητα της υποκείμενης μετοχής.

Σημείωση:Κλειστές μορφές τύπων όπως οι παραπάνω εξισώσεις είναι στοιχειώδεις στον

προγραμματισμό σε υπολογιστή και επιπρόσθετα, ταχύτατες στον υπολογισμό. ΄Ηδη από την

έναρξη της λειτουργίας του Chicago Board Options Exchange (CBOT), τον Απρίλιο του

1973, οι επαγγελματίες των αγορών τους χρησιμοποιούν καθημερινά στην πράξη. Οι εξισώσεις

των Black – Scholes – Merton αποτελούν μέχρι και σήμερα το βασικό μοντέλο τιμολόγησης

δικαιωμάτων ευρωπαϊκού τύπου. Επειδή όμως δεν μπορούν να χρησιμοποιηθούν αυτούσιες

στην περίπτωση πιο σύνθετων συμβολαίων(εξωτικά),όπως τα δικαιώματα αμερικάνικου τύπου

που εξετάζονται στην παρούσα μελέτη, δημιουργήθηκε η ανάγκη για αριθμητικές επιλύσεις και

την γρήγορη και ακριβή τιμολόγηση των εξωτικών συμβολαίων.
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Μέθοδος Δυωνυμικού Δέντρου

Η πρώτη αριθμητική μέθοδος που θα δούμε για την επίλυση της εξίσωσης και την τι-

μολόγιση των δικαιωμάτων προαίρεσης είναι η μέθοδος του δυωνυμικού δέντρου. Είναι από

τις πιο απλοϊκές αριθμητικές μεθόδους και μία από τις πιο διαδεδομένες. Συγκεκριμένα θα

χρησιμοποιηθεί το δυωνυμικό μοντέλο των Cox, Ross, Rubinstein (CRR) το οποίο μπο-

ρεί να χαρακτηριστεί σαν η διακριτή εκδοχή της διακύμανσης του μοντέλου Black-Scholes.

Κάθε αριθμητική επίλυση είναι η προσέγγιση της τιμής, όπου ο στόχος είναι να βρούμε πως

συμπεριφέρεται η τιμή και πως θα αποκτήσουμε την πιο γρήγορη και ακριβή λύση.

Τα δυωνυμικά δέντρα προέρχονται από τον διακριτό τυχαίο περίπατο του υποκείμενου

στοιχείου ενός συμβολαίου. Η ιδέα είναι να χωρίσουμε τον χρόνο μέχρι την ημερομηνία λήξης

του συμβολαίου σε N - όπου N ένας μεγάλος αριθμός - χρονικά διαστήματα.

6.1 Κατασκευή του δυωνυμικού δέντρου

Σε κάθε χρονικό βήμα dt, η τιμή της μετοχής S δύναται είτε να αυξηθεί κατά ένα σταθερό

παράγοντα u, είτε να μειωθεί κατά ένα σταθερό παράγοντα d. Κατά συνέπεια, στην επόμενη

περίοδο η τιμή της μετοχής θα είναι είτε Su = S × u , είτε Sd = S × d. Η πιθανότητα μίας

ανοδικής κίνησης είναι ίση με p, ενώ η πιθανότητα μίας καθοδικής κίνησης είναι ίση με 1−p[1].
Διαγραμματικά:

Σχήμα 6.1: Αναπαράσταση Δυωνιμικού Δέντρου.

Σε ένα περιβάλλον ουδετερότητας ως προς τον κίνδυνο (risk − neutral), θα πρέπει να

ισχύει:

31
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Serdt = pSu+ (1− p)Sd

ή

e(rdt = pu+ (1− p)d

Γνωρίζω ότι η διακύμανση είναι :

V ar[S] = σ2S2dt

και επίσης

V ar[S] = E[S2]− E[S]2

κατά συνέπεια,

σ2dt = pu2 + (1− p)d2 − [pu+ (1− p)d]2

΄Εχοντας διαιρέσει και τις δύο πλευρές με S2
.

όπου ισούται,

erdt(u+ d)− ud− e2rdt = σ2dt

Σύμφωνα με Cox, Ross, Rubinstein

u =
1

d

γίνεται πλέον φανερή η εξομοίωση του αποτελέσματος μίας ανοδικής πορείας ακολουθούμε-

νης από καθοδική με αυτό μίας καθοδικής πορείας ακολουθούμενης από μία ανοδική. Λύνοντας

τις παραπάνω εξισώσεις ,τελικά προκύπτουν οι όροι p, u και d. Ειδικότερα,η πιθανότητα της

αύξησης p είναι ίση με:

p =
e(r−q)dt − d
u− d

Οι παράγοντες u και d αντίστοιχα είναι:

u = eσ
√
dt, d = e−σ

√
dt
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Στη συνέχεια υπολογίζεται η τιμή της υποκείμενης μετοχής σε κάθε κόμβο του δυωνυμικού

δέντρου. ΄Εστω ότι η ζωή ενός δικαιώματος χωρίζεται σε N = T
dt χρονικά βήματα και με (i, j)

συμβολίζεται ο j-στος κόμβος στο χρόνο idt, όπου 0 ≤ i ≤ N και 0 ≤ j ≤ i. Με δεδομένο

ότι η αρχική τιμή της μετοχής όπου T = 0 είναι γνωστή, ισοδύναμα για την τιμή της μετοχής

στον εκάστοτε κόμβο προκύπτει:

St = S0u
jdi−j , j = 0, 1, ....i

Η αξία του δικαιώματος στους τελικούς κόμβους είναι η εσωτερική του αξία (intrinsic

value), και υπολογίζεται βάσει της εξίσωσης για το δικαίωμα αγοράς και της εξίσωσης για

το δικαίωμα πώλησης. Η διαδικασία που ακολουθείται μέχρι αυτό το σημείο είναι όμοια για

δικαιώματα ευρωπαϊκού και αμερικάνικου τύπου, καθώς στους τελικούς κόμβους η αξία τους

ταυτίζεται.

6.2 Οπισθογενής επαγωγή

Το τελευταίο στάδιο της τεχνικής των δυωνυμικών δέντρων βασίζεται σε μία αντίστροφη

διαδικασία που είναι γνωστή στη βιβλιογραφία ως οπισθογενής επαγωγή (backwards induc-

tion), διαδικασία που σκοπό έχει την εύρεση της βέλτιστης λύσης σε κάθε πιθανό χρονικό

σημείο. Από την αξία του δικαιώματος στους τελικούς κόμβους προκύπτει, βήμα προς βήμα, η

αξία του δικαιώματος στους αμέσως προηγούμενους κόμβους. Η τιμολόγηση του δικαιώματος

στον αρχικό κόμβο (T = 0), πραγματοποιείται αφού έχει προηγηθεί ο υπολογισμός των τιμών

για το σύνολο των κόμβων.

6.2.1 Δικαίωμα ευρωπαϊκού τύπου

Η οπισθογενής επαγωγή για την τιμολόγηση ενός δικαιώματος ευρωπαϊκού τύπου είναι

αρκετά απλή, δεδομένου ότι το δικαίωμα μπορεί να εξασκηθεί μόνο στη λήξη. Η αξία στον

κόμβο i, j για ένα δικαίωμα αγοράς υπολογίζεται ως εξής:

Ci,j = e−rdt(pCi+1,j+1 + (1− p)Ci+1,j)

Ενώ η αξία του αντίστοιχου δικαιώματος πώλησης είναι:

Pi,j = e−rdt(pPi+1,j+1 + (1− p)Pi+1,j)

6.2.2 Δικαίωμα αμερικάνικου τύπου

Στην περίπτωση των δικαιωμάτων αμερικάνικου τύπου, η τελική διαδικασία είναι κάπως

πιο περίπλοκη, καθώς θα πρέπει σε κάθε κόμβο να λαμβάνεται υπόψη και η δυνατότητα της

νωρίτερης εξάσκησης. Συνεπώς, είναι απαραίτητο σε κάθε κόμβο να πραγματοποιείται μία
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σύγκριση μεταξύ της αξίας που προκύπτει από το δυωνυμικό δέντρο και της εσωτερικής αξίας

του δικαιώματος. Ειδικότερα, στην περίπτωση ενός δικαιώματος αγοράς αμερικάνικου τύπου:

Ci,j = max{S0ujdi−j −K, e−rdt(pCi+1,j+1 + (1− p)Ci+1,j)}

Pi,j = max{K − S0ujdi−j , e−rdt(pPi+1,j+1 + (1− p)Pi+1,j)}

6.2.3 Εφαρμογή στα Ευρωπαϊκά Συμβόλαια

Χρησιμοποιώντας το λογισμικό του MATLAB μπορούμε να δούμε πως συμπεριφέρεται η

αριθμητική μέθοδος CRR. ΄Εστω ένα Ευρωπαϊκού τύπου συμβόλαιο αγοράς με τιμή εξάσκησης

30$ και τιμή ωρίμανσης την 1 Σεπτεμβρίου με τωρινή ημερομηνία 1 Ιανουαρίου. Η τιμή της

μετοχής είναι στα 25$ και έχει διακύμανση 35%. Το ετήσιο επιτόκιο είναι 1,11%.

΄Οπως παρατηρείται από το παραπάνω γράφημα αυξάνοντας τον αριθμό των βημάτων το

δυωνυμικό δέντρο προσεγγίζει την τιμή του Black-Scholes μοντέλου, αλλά ταυτόχρονα αυ-

ξάνεται και ο χρόνος.

6.2.4 Εφαρμογή στα Αμερικάνικα Συμβόλαια

Το μεγάλο πλεονέκτημα του μοντέλου CRR παρόλο που όπως είδαμε, καθυστερεί να προ-

σεγγίσει την τιμή του Black-Scholes είναι η δυνατότητα του να τιμολογήσει τα Αμερικάνικου

τύπου συμβόλαια που το Black-Scholes μοντέλο υστερεί. Για ένα συμβόλαιο με τα παρακάτω

χαρακτηριστικά βλέπουμε πως συμπεριφέρεται το μοντέλο. ΄Εστω μια μετοχή με τιμή 52$,

επιτόκιο 10%, με διακύμανση 40% και ένα αμερικάνικο δικαίωμα πώλησης με τιμή εξάσκησης

50$ που ωριμάζει σε 12 μήνες. Εφαρμόζοντας το μοντέλο βλέπουμε την συμπεριφορά της

μετοχής και του συμβολαίου.

6.3 Μοντέλο Leiser - Reimer

Το μοντέλο των Cox, Ross, Rubinstein έθεσε τα θεμέλια για πιο περίπλοκα μοντέλα

δέντρων που έχουν την δυνατότητα να τείνουν στην τιμή των συμβολαίων πιο γρήγορα ε-

λαχιστοποιόντας την απόκλιση τους από την πραγματική τιμή. ΄Ενα από αυτα τα μοντέλα

παρουσιάστηκε Το 1999 σε μια εργασία που δημοσίευσαν οι Leiser , Reimer τονίζουν τα

μειονεκτήματα των μέχρι τότε δενδρικών μοντέλων συμπεριλαμβανομένου και του CRR και

ορίζουν το δικό τους μοντέλο για να εξαλείψουν τα μειονεκτήματα αυτά. Παρακάτω θα δούμε

μόνο τους τύπους του μοντέλου και την εφαρμογή τους αλλά ενθαρρύνεται η ανάγνωση της

εργασίας των Leiser , Reimer καθώς παρουσιάζει μεγάλο ενδιαφέρον[4]. Το μοντέλο ορίζεται

ως εξής :

΄Εχουμε
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Σχήμα 6.2: Προσέγγιση της τιμής του CRR στην αντίστοιχη του BLS.

Σχήμα 6.3: Σχέση χρόνου - Επαναλήψεων.

rn = erdt

d1 =
log( SK ) + (r + σ2

2 )T − t
σ
√
T

d2 = d1 − σ
√
T − t

΄Οπου αναγνωρίζουμε τα d1, d2 από τις εξισώσεις Black-Scholes ΄Επειτα εισάγουμε :

p = B(d2, N)
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Σχήμα 6.4: Εξέλιξη τιμής της μετοχής βάση του μοντέλου CRR.

Σχήμα 6.5: Εξέλιξη τιμής του συμβολαίου βάση του μοντέλου CRR.

p̄ = B(d2 + σ
√
T − t,N)

΄Οπου B είναι η αντίστροφη της δυωνυμικής κατανομής και N ο αριθμός των χρονικών

διαστημάτων. Αντιστρέφοντας την κατανομή προκύπτει ότι

p = B(z, n) =
1

2
±

√√√√√1

4
− 1

4
exp

−( z

n+ 1
3 + 0.1

n+1

)2(
n+

1

6

)
΄Οπου το πρόσημο παίρνει την τιμή του προσήμου του z. Τέλος έχουμε:

u = rn
p̄

p
, d = rn

1− p̄
1− p

Σημείωση : Λόγω της αντιστροφής το μοντέλο δέχεται μονό αριθμό χρονικών διαστη-

μάτων.

Το μοντέλο αυτό για το ίδιο σενάριο Ευρωπαϊκού συμβολαίου που είδαμε προηγουμένος

συμπεριφέρεται ως εξής :

Είναι φανερό ότι η σύγκλιση του στην τιμή του συμβολαίου είναι πολύ πιο γρήγορη και

από το CRR μοντέλο.
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Σχήμα 6.6: Προσέγγιση της τιμής του CRR και LR στην αντίστοιχη του BLS.

6.3.1 Συμπεράσματα

Η μέθοδος του δυωνυμικού μοντέλου μας προσφέρει μια αρκετά καλή προσέγγιση αλ-

λά έχει μερικά μειονεκτήματα. Καθώς οι χρηματιστές χρειάζονται πολύ ακριβείς τιμές των

συμβολαίων το δυωνυμικό δέντρο καθυστερεί πολύ να προσεγγίσει την τιμή του BLS, όταν

χρησιμοποιούνται 2000 βήματα το μέτρο της αβεβαιότητας είναι κοντά στα 0.0002 που στην

περίπτωση μας, αν αναλογιστεί κανείς το μέγεθος των χρηματικών ποσών, είναι αρκετά με-

γάλο. Επίσης υπάρχει και το πρόβλημα της μνήμης που σημαίνει ότι το Ν δεν μπορεί να

πάρει πάρα πολύ μεγάλες τιμές καθώς ο αλγόριθμος χρησιμοποιεί πίνακα (N + 1)× (N + 2).

Παραπάνω ρίξαμε μια πρώτη ματιά στο πιο βασικό μοντέλο δέντρου για την τιμολόγηση των

δικαιωμάτων προαίρεσης που άνοιξε τον δρόμο για πιο ακριβή και γρήγορα δενδρικά μοντέλα

όπως το Leiser - Reimer που είδαμε ότι προσεγγίζει πολύ πιο γρήγορα την ακριβή τιμή ενώς

συμβολαίου, ενώ αξίζει να σημειωθεί ότι υπάρχουν διάφοροι τρόπου βελτιστωποίησης όπως

η Richardson Extrapolation που βελτιώνουν σημαντικά και τα δύο μοντέλα ως προς την

προσέγγιση τους.
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Η προσομοίωση Monte Carlo αποτελεί ένα σημαντικό εργαλείο στη χρηματοοικονομία με

εφαρμογές όπως στη τιμολόγησή χαρτοφυλακίων, τιμολόγηση δικαιωμάτων προαίρεσης και υ-

πολογισμό της αξίας σε κίνδυνο (Value at Risk). Το πλεονέκτημα της μεθόδου προσομοίωσης

έγκειται στο γεγονός ότι οι περιπτώσεις κατά τις οποίες μπορούμε να υπολογίσουμε αναλυτικά

την τιμή ενός δικαιώματος είναι λίγες και απαιτούν εφαρμογή συγκεκριμένων μοντέλων, όπως

το μοντέλο των Black-Scholes. Εφόσον λοιπόν η αναλυτική λύση στην πράξη είναι δύσκολή,

γίνεται προσεγγιστικός υπολογισμός της τιμής με χρήση υπολογιστικών μεθόδων. Ωστόσο

ένα μειονέκτημα των συγκεκριμένων μεθόδων είναι η περιπλοκότητα των πράξεων αφού για να

καθοριστεί ένα διάστημα εμπιστοσύνης για τη τιμή που θέλουμε χρειάζεται μεγάλος αριθμός

επαναλήψεων. Το μειονέκτημα αυτό μετριάζεται σε μεγάλο βαθμό με τη χρήση υπολογιστικών

προγραμμάτων όπως το πρόγραμμα MATLAB το οποίο θα χρησιμοποιήσουμε σε σε συνδιασμό

κάποιων μεθόδων.

7.1 Μεθοδολογία Προσομοίωσης Μόντε Κάρλο

Το σημείο αρχής μας είναι η κατασκευή μιας προσομοίωσης μια διαφορικής εξίσωσης βα-

σισμένη στην κίνηση Brown. Πρώτα θα παράξουμε ένα μονοπάτι τυχαίου περιπάτου που

αντιπροσωπεύει την τιμή του υποκείμενου περιουσιακού στοιχείου και το δικαίωμα του τιμο-

λογείται στην λήξη του. Η διαδικασία επαναλαμβάνεται - λαμβάνοντας υπόψιν την τιμολόγιση

του δικαιώματος βάση του ουδέτερου κινδύνου που αναφέραμε στο 5ο κεφάλαιο - και ο μέσος

όρος των δοκιμών καθορίζει την τιμή του δικαιώματος βάση του θεωρήματος των μεγάλων

αριθμών[11].

Για το μονοπάτι του περιουσιακού στοιχείου χρησιμοποιούμε τον ουδέτερου κινδύνου τυ-

χαίο περίπατο :

dS = rSdt+ σSφi
√
dt (7.1)

΄Οπου φi v N (0, 1) είναι μια τυχαία μεταβλητή. Ο τρόπος προσομοίωσης του περιουσιακού

στοιχείου λέγεται μέθοδος Euler. Βρισκοντας το dS είναι σαν να βρίσκουμε και την επόμενη

39
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τιμή του S.

΄Επειτα υπολογίζουμε την τιμή του δικαιώματος(έστω ένα δικαίωμα αγοράς) :

Ci = e−rT (S(T )−K), ∀φi (7.2)

Τέλος έχουμε :

C ≈ 1

m

m∑
i=1

Ci (7.3)

7.2 Εφαρμογή στο MATLAB

΄Εστω ένα δικαίωμα πώλησης που εκδίδεται τον Ιανουάριο του 2018 και έχει στιγμή ω-

ρίμανσης τον Ιανουάριο του 2020 με την υποκείμενη μετοχή να βρίσκεται στην τιμή των 100$

με διακύμανση 10% και τιμή εξάσκησης τα 105$. Το ετήσιο επιτόκιο είναι 5%.

Υπολογίζουμε πρώτα την τιμή του με το Black-Scholes και έπειτα με την μέθοδο monte

carlo αυξάνοντας το πλήθος των επαναλήψεων. Στα επόμενα γραφήματα βλέπουμε πως δια-

μορφώνεται η τιμή των προσομοιώσεων αλλά και πόσο διαρκεί κάθε προσομοίωση καθώς

αυξάνουμε το πλήθος των επαναλήψεων.

Σχήμα 7.1: Σχέση τιμής - επαναλήψεων.
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Σχήμα 7.2: Σχέση χρόνου - επαναλήψεων.

Παρατηρούμε ότι η προσσέγιση στην πραγματική τιμή γίνεται αρκετά αργά με την προ-

σομοίωση να έχει αρκετά μεγάλη χρονική διάρκεια. ΄Οπως όμως γνωρίζουμε ο κόσμος των

επενδύσεων απαιτεί γρήγορα και ακριβή αποτελέσματα. Παρακάτω θα δούμε πως επιτυγχάνε-

ται αυτό με την αντιθετική μέθοδο.

7.3 Αντιθετική Μέθοδος

Η αντιθετική μέθοδος είναι μία από τις πολλές μεθόδους βελτίωσης της μεθόδου Monte

Carlo και ίσως η πιο απλή από όλες. ΄Εχοντας φi v N (0, 1) τότε και η (−φi) είναι μια

κανονική τυχαία μεταβλητή (−φi) v N (0, 1). Οπότε επαναλαμβάνουμε την ίδια διαδικασία με

πριν μόνο που χρησιμοποιούμε την τυχαία μεταβλητή (−φi) και στο τέλος για κάθε επανάληψη

παίρνουμε τον μέσο όρο των τιμών των συμβολαίων

Ci =
(C+

i + C−i )

2
(7.4)

Με αυτόν τον τρόπο πετυχαίνουμε την πιο γρήγορη προσέγγιση στην πραγματική τιμή

όπως φαίνεται στα παρακάτω γραφήματα.
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Σχήμα 7.3: Σχέση τιμής - επαναλήψεων με αντιθετική.

Σχήμα 7.4: Σχέση χρόνου - επαναλήψεων με αντιθετική.
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7.4 Αμερικάνικα Δικαιώματα

Παραπάνω είδαμε πως μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε την βασική μέθοδο monte carlo για

την τιμολόγηση των Ευρωπαϊκών δικαιωμάτων αλλά και πως να βελτιώσουμε την ταχύτητα

της προσέγγισης της στην πραγματική τιμή. Η βασική μέθοδος όμως δεν επαρκεί για την

τιμολόγηση των Αμερικάνικων δικαιωμάτων όπου το δικαίωμα μπορεί να εξασκηθεί νωρίτερα

από την τιμή ωρίμανσης. Αυτό συμβαίνει γιατί η κατεύθυνση μας στον χρόνο δεν μας επι-

τρέπει να τιμολογήσουμε το δικαίωμα χρονικές στιγμές νωρίτερα από την ωρίμανση καθώς

δεν μπορούμε να ξέρουμε αν πληρείται το κριτήριο της πρώιμης εξάσκησης.

Σημείωση : Στην θεωρία υπάρχει τρόπος να προσωμοιώσουμε τα αμερικάνικα συμβόλαια

με την βασική μέθοδο αλλά ο όγκος της προσωμοίωσης είναι πολύ μεγάλος για να θεωρηθεί

πρακτικός.

7.4.1 Μέθοδος Longstaff & Schwartz

Ανά τα χρόνια έχουν παρουσιαστεί πολλοί αλγόριθμοι για την τιμολόγηση αμερικάνικων

δικαιωμάτων με την μέθοδο monte carlo αλλά ο πιο διαδεδομένος από αυτούς είναι ο αλγόριθ-

μος των Longstaff & Schwartz. Αυτή η μέθοδος συνδυάζει την βασική μέθοδο Monte Carlo

μαζί με την μέθοδο της παλινδρόμησης ελάχιστων τετραγώνων[6].

Ξεκινάμε πρώτα πάλι με τον υπολογισμό της τιμής μιας μετοχής για πολλές φορές απο-

κτώντας διαφορετικά μονοπάτια. ΄Επειτα υπολογίζουμε την τιμή του συμβολαίου την στιγμή

της ωρίμανσης για κάθε μονοπάτι. Το επόμενο βήμα είναι να ξεκινήσουμε να πηγαίνουμε πίσω

σε κάθε χρονική στιγμή και να κοιτάμε αν μας συμφέρει η πρόωρη εξάσκηση του δικαιώματος

ή αν μας συμφέρει να περιμένουμε την επόμενη χρονική στιγμή, για κάθε μονοπάτι. ΄Επειτα

κατασκευάζουμε έναν πίνακα όπου η μια στήλη του περιλαμβάνει την τιμή της μετοχής την

τωρινή χρονική στιγμή και η άλλη στήλη περιλαμβάνει τις μελλοντικές απολαβές του συμ-

βολαίου μειωμένες βάσει του επιτόκιου μηδενικού κινδύνου, για κάθε μονοπάτι. Θεωρούμε

τιμές xi τις τιμές της πρώτης στήλης και yi τις τιμές της δεύτερης στήλης. Εφαρμόζουμε την

μέθοδο της πολυωνυμικής παλινδρόμησης ελαχίστων τετραγώνων και καταλήγουμε να έχουμε

μια συνάρτηση

Y = a1X
2 + a2X + a3 (7.5)

όπου τα a1, a2, a3 είναι γνωστά και Y είναι η αποπληρωμή που θα έχουμε αν εξασκήσουμε

μελλοντικά το συμβόλαιο και X η τωρινή τιμή της μετοχής. Υπολογίζουμε τις μελλοντικές

αποληρωμές βάσει της εξίσωσης για κάθε μονοπάτι και τις συγκρίνουμε με τις αποπληρωμές

της πρόωρης εξάσκησης.Επαναλαμβανουμε αυτήν την διαδικασία για κάθε μονοπάτι και για

κάθε χρονική περίοδο. ΄Ετσι λοιπόν στο τέλος έχουμε τις βέλτιστες αποπληρωμές σε όλα τα

μονοπάτια. Μειώνουμε τις αποπληρωμές βάσει του επιτοκίου στην χρονική στιγμή 0 δηλαδή

την αρχή της διαδικασίας και βρίσκουμε τον μέσο όρο. Ο μέσος όρος είναι και η τιμή του

συμβολαίου.
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7.4.2 Εφαρμογή

(Παράδειγμα από το βιβλίο του Paul Wilmot). Θεωρούμε το συμβόλαιο πώλησης αμε-

ρικάνικου τύπου με τιμή εξάσκησης 100$ που ωριμάζει σε 1 χρόνο από τώρα. Η μετοχή

βρίσκεται αυτήν την στιγμή στα 100$ και έχει διακύμανση 20% με το επιτόκιο να βρίσκεται

στο 5%. Πρώτα θα προσομοιώσουμε τα μονοπάτια της μετοχής όπως κάνουμε κανονικά στην

μέθοδο μόντε κάρλο.Παρακάτω βλέπουμε τις πορείες 10 μονοπατιών. 5 από αυτά είναι κάτω

από 100$ και 5 δεν είναι. Για την εύκολη επεξήγηση της μεθόδου χρησιμοποιούμε μεγάλο

βήμα για τον χρόνο.

Σχήμα 7.5: 10 μονοπάτια της μετοχής.

Σχήμα 7.6: Οι τιμές των μετοχών με τις αποπληρωμές τους.
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Στον πίνακα έχουμε την τιμή κάθε μονοπατιού σε κάθε χρονικό βήμα και από δίπλα έχου-

με τις αποπληρωμές τους την τελευταία χρονική στιγμή που είναι και η στιγμή ωρίμανσης.

Επόμενο βήμα είναι να κατασκευάσουμε έναν πίνακα X,Y με τιμές X τις αξίες των απολη-

ρωμών για την χρονική στιγμή j = 0.8. Για να βρούμε την αξία της αποπληρωμής σε μια

παρελθοντική χρονική στιγμή :

payoff × e−rdt = payoff × e−0.05∗0.2 = payoff × 0.99005 (7.6)

Για την στήλη Y παίρνω απλά την τιμή της μετοχής για την χρονική στιγμή που εξετάζω

δηλαδή j = 0.8.

Σημείωση : ΄Οπως φαίνεται από τον πίνακα εξετάζω μόνο τα μονοπάτια που μου

παρέχουν αποπληρωμή μεγαλύτερη του μηδενός την παρούσα χρονική στιγμή j = 0.8, σε

μελλοντικές παραλλαγές της μεθόδου υπάρχουν περιπτώσεις όπου λαμβάνονται υπόψιν και τα

υπόλοιπα μονοπάτια.

΄Εχοντας συμπληρώσει τον πίνακα εφαρμόζω την μέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων και

παίρνω το πολυώνυμο :

Y = −0.1472X2 + 25.347X − 1075.2 (7.7)

Τώρα ήρθε η ώρα να συγκρίνουμε, την αποπληρωμή που θα είχαμε για j = 0.8 θεωρόντας

της τιμές της μετοχής στην παρούσα χρονική στιγμή, με την αποπληρωμή την χρονική στιγμή

j = 1 που ισουται με Υ χρησιμοποιώντας το πολυώνυμο που κατασκευάσαμε προηγουμένως

χρησιμοποιώντας για Χ την τιμή της μετοχής την παρούσα χρονική στιγμή. ΄Ετσι λοιπόν

έχουμε :

Από την σύγκριση έχω τον πίνακα :



46 Κεφάλαιο 7. Μέθοδος Μόντε Κάρλο

Επαναλαμβάνω το ίδιο πηγαίνοντας πίσω στον χρόνο για j = 0.6, j = 0.4, j = 0.2 και

καταλήγω μετά από τις συγκρίσεις να έχω τον πίνακα :

Τελευταίο βήμα είναι να βρω την αξία κάθε αποπληρωμής για την χρονική στιγμή j = 0 :

payoff × e−0.05dt (7.8)

όπου dt είναι διαφορετικό για κάθε μονοπάτι. Αφού πάρω τις τωρινές τιμές

Βρίσκω τον μέσο όρο και αυτός είναι η τιμή του δικαιώματος :

Option price = 11, 991765 (7.9)
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Μέθοδος Πεπερασμένων

Διαφορών

Η μέθοδος πεπερασμένων διαφορών χρησιμοποιείται για την επίλυση μερικών διαφορικών

εξισώσεων σε πάρα πολλούς τομείς. ΄Ετσι λοιπόν έχει βρει εφαρμογή και στον τομέα της

τιμολόγησης των δικαιωμάτων προαίρεσης. Η μέθοδος των πεπερασμένων διαφορών για την

επίλυση διαφορικών εξισώσεων βασίζεται στην ιδέα της προσέγγισης κάθε μερικής παραγώγου

από ένα πηλίκο διαφοράς μετατρέποντας την λειτουργική εξίσωση σε ένα σύνολο αλγεβρικών

εξισώσεων. ΄Επειτα η ιδέα αυτή εφαρμόζεται σε ένα διακριτό πλέγμα[10].

Για μια συνάρτηση f η παράγωγος σε διακριτή μορφή μπορεί να οριστεί ως:

∂f(x, h)

∂h
=
f(x+ h)− f(x)

h
(8.1)

όπου το h αντιπροσωπεύει το βήμα της παραγώγισης και είναι πεπερασμένο. ΄Οπώς μπορεί

να καταλάβει κανείς η εξίσωση δεν είναι ακριβής. Η παραπάνω εξίσωση προέρχεται από την

σειρά Taylor για f(x+ h) :

f(x+ h) = f(x) + hf ′(x) +
h2

2
f ′′(x) + ... (8.2)

Αφαιρώντας f(x) και από τις δύο μεριές και διαιρώντας με h έχουμε :

∂f(x, h)

∂h
= f ′(x) +

h2

2
f ′′(x) + ... = f ′(x) +O(h) (8.3)

Είναι φανερό πως το σφάλμα είναι O(h). Η προσέγγιση αυτή λέγεται παραγώγιση προς τα

εμπρός. Με το ίδιο σκεπτικό χρησιμοποιώντας την σειρά Taylor

f(x− h) = f(x)− hf ′(x)− h2

2
f ′′(x)− ... (8.4)

Καταλήγουμε στην παραγώγιση προς τα πίσω :
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∂f(x, h)

∂h
=
f(x)− f(x− h)

h
(8.5)

Αφαιρόντας την ... από και διαιρώντας με 2h παίρνω την καλύτερη προσέγγιση μέχρι τώρα

την κεντρική παραγώγιση :

∂f(x, h)

∂h
=
f(x+ h)− f(x− h)

h
= f ′(x) +

h2

3!
f (3)(x) + ... = f ′(x) +O(h2) (8.6)

με σφάλμα O(h2).

Τέλος η δεύτερη παράγωγος μπορεί να σχηματιστεί προσθέτοντας τις ...,... και διαιρώντας

με h2.

∂2f(x, h)

∂h2
=
f(x+ h)− 2f(x)− f(x− h)

h2
(8.7)

Σχήμα 8.1: Γραφική αναπαράσταση πρώτης παραγώγου των τριών μεθόδων.

Το σφάλμα εξακολουθεί να είναι O(h2)[3]. Ανάλογα με τον συνδιασμό των παραγωγίσεων

που θα χρησιμοποιήσουμε στην εξίσωση BSM καταλήγουμε και σε διαφορετικές μεθόδους,

την έμμεση , άμεση και την Crank-Nicolson. Τώρα που παρουσιάσαμε τους τύπους για

την προσέγγιση των παραγώγων δημιουργείται η ανάγκη για ένα πλέγμα. Πρώτα πρέπει να

θέσουμε τα όρια για τις λύσεις της διαφορικής εξίσωσης βάση των ορίων που συζητήθηκαν

στο Κεφάλαιο 5. ΄Εχουμε για το δικαίωμα αγοράς :

fi,n = max(idS −K, 0), i = 0, 1...,M (8.8)

Και αντίστοιχα για το δικαίωμα πώλησης :

fi,n = max(K − idS, 0), i = 0, 1...,M (8.9)
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Επίσης το S περιορίζεται στο S = 0 και για το δικαίωμα αγοράς f0,j = 0 και για το

δικαίωμα πώλησης :

f0,j = Ke−r(N−j)dt, j = 0, 1..., N (8.10)

Το άνω όριο του S είναι ανύπαρκτο και για λυθεί αυτό το πρόβλημα παίρνουμε σαν άνω

όριο ένα πολύ μεγάλο S τυπικά 3 με 4 φορές μεγαλύτερο από την τιμή εξάσκησης. ΄Αρα για

δικαίωμα αγοράς :

fM,j = Mds−Ke−r(N−j)dt (8.11)

Και φυσικά για το δικαίωμα πώλησης f0,j = 0.

Για τα Αμερικάνικα δικαιώματα έχω για το δικαίωμα πώλησης:

f0,j = K

fi,N = max(K − idS, 0)

fM,j = 0

Από τον συνεχή χώρο (S, t), κατασκευάζουμε τον διακριτό χώρο χωρίζοντας τον χρόνο

από 0 σε Τ(ημερομηνία ωρίμανσης) σε Ν διαστήματα μεγέθους dt και κάνουμε το ίδιο για

τον άξονα της τιμής χωρίζοντας τον σε Μ διαστήματα μεγέθους dS. Συνεπώς το πλέγμα

μας απότελείται από (S, t) σημεία έτσι ώστε S = 0, dS, 2dS, . . . ,Mdt = Smax και t =

0, dt, 2dt, . . . , Ndt = T . Στην εργασία αυτή θα διαιρεθούν σε ίσα διαστήματα και οι δύο

άξονες χωρίς όμως αυτό να συμβαίνει πάντα. ΄Εχοντας λοιπόν τις αριθμητικές επιλύσεις των

παραγώγων και το πλέγμα θα δούμε πρώτα την επίλυση για ένα Ευρωπαϊκό συμβόλαιο και

μετά για ένα Αμερικάνικο.

8.0.1 ΄Αμεση μέθοδος

Η άμεση μέθοδος χρησιμοποιεί την κεντρική παραγώγιση ως προς την τιμή της μετοχής

S και την παραγώγιση προς τα πίσω για την προσέγγιση του χρόνου t.

΄Εχω λοιπόν την εξίσωση Black-Scholes:

∂V

∂t
+

1

2
σ2S2∂

2V

∂S2
+ rS

∂V

∂S
− rV = 0 (8.12)

Η παραγώγιση προς τα πίσω μας δίνει :

∂f

∂t
=
fi,j − fi,j−1

δt
(8.13)
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Η κεντρική παραγώγιση μας δίνει :

∂f

∂S
=
fi,j+1 + fi,j−1 − 2fi,j

(δS)2
(8.14)

Αντικαθιστόντας στην εξίσωση έχω :

fi,j − fi,j−1
δt

+ riδS
fi+1,j − fi−1,j

2δS
+

1

2
σ2i2δS2 fi+1,j − 2fi,j + fi−1,j

δS2
= rfi,j (8.15)

όπου μπορεί να γραφεί ως :

fi,j−1 = α∗i fi−1,j + b∗i fi,j + c∗i fi+1,j , j = N,N − 1, ..., 1, 0; i = 1, 2, ...,M − 1 (8.16)

όπου ,

α∗i =
1

2
δt(σ2i2 − ri) (8.17)

bi∗ = 1− δt(σ2i2 + ri) (8.18)

ci∗ =
1

2
δt(σ2i2 + ri) (8.19)

Σχήμα 8.2: Η σχέση των τιμών των δικαιωμάτων στην άμμεση μέθοδο.

Αφού η αποπληρωμή του συμβολαίου είναι γνωστή τότε και οι τιμές για j = N είναι

γνωστές,M−1 τιμές δικαιωμάτων γιαN−1−th βήμα μπορούν έπειτα εύκολα να υπολογιστούν

και άλλες δύο τιμές είναι γνωστές από τα όρια(i = 0, i = N). ΄Ετσι λοιπόν συνεχίζουμε μέχρι
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να έχουμε τιμές σε όλο το πλέγμα. ΄Οσον αφορά την πρόοωρη εξάσκηση των αμερικάνικων

συμβολαίων, μπορούμε σε κάθε βήμα να κάνουμε τον ίδιο έλεγχο με το δυωνιμικό δέντρο και

να συγκρίνουμε την τωρινή τιμή και την αναμενόμενη τιμή αν δεν εξασκήσουμε το συμβόλαιο.

Η άμεση μέθοδος δείχνει μια χαρά αλλά έχει ένα μεγάλο μειονέκτημα, την σταθερότητα.

Μπορεί να αποδειχθεί ότι αν 0 < dt
dS2 ≤ 1

2 η μέθοδος είναι σταθερή ενώ αλλιώς δεν είναι. Αυτό

σημαίνει ότι για να βελτιωθεί η ακρίβεια πρέπει αν μειώσουμε στο μισό το βήμα για την μετοχή

τότε το βήμα του χρόνου πρέπει να μειωθεί 4 ή παραπάνω φορές. Συνεπώς ο υπολογιστικός

χρόνος αυξάνεται κατά 8. Η βελτίωση που θα έχουμε στην ακρίβεια θα είναι 4 φορές καλύτερη

και όχι 8 καθώς O(dt, dS2).

8.0.2 ΄Εμμεση μέθοδος

Για να ξεπεράσουμε το εμπόδιο της αστάθειας χρησιμοποιούμε την έμμεση μέθοδο. Η

μόνη διαφορά με πριν είναι ότι για
df
dt χρησιμοποιούμε την παραγώγιση προς τα πίσω, οπότε

τώρα η εξίσωση γίνεται,

fi,j+1 − fi,j
δt

+ riδS
fi+1,j − fi−1,j

2δS
+

1

2
σ2i2δS2 fi+1,j − 2fi,j + fi−1,j

δS2
= rfi,j (8.20)

΄Αρα έχω :

fi,j+1 = α∗i fi−1,j + b∗i fi,j + c∗i fi+1,j , j = N,N − 1, ..., 1, 0; i = 1, 2, ...,M − 1 (8.21)

όπου ,

α∗i =
1

2
δt(σ2i2 − ri) (8.22)

bi∗ = 1− δt(σ2i2 + ri) (8.23)

ci∗ =
1

2
δt(σ2i2 + ri) (8.24)

Μ-1 στοιχεία στο προτελευταίο βήμα θα υπολογιστούν από την τελευταία σειρά. Σε αυτήν

την περίπτωση δεν είναι τόσο εύκολο όπως στην άμεση μέθοδο καθώς από μια τιμή στο βήμα

του χρόνου T , τρεις τιμές από T − dt πρέπει να βρεθούν. Ευτυχώς υπάρχουν και άνω και

κάτω όρια συνεπώς έχουμε ένα σύστημα εξισώσεων που μπορεί να λυθεί. Αυτή η διαδικασία

υπολογισμού προς τα πίσω συνεχίζεται μέχρι να φτάσει το βήμα του χρόνου στην τωρινή τιμή.

Παραπάνω βλέπουμε το σύστημα εξισώσεων που κατασκευάζεται κατά την διάρκεια της

έμμεσης μεθόδου.
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Σχήμα 8.3: Η σχέση των τιμών των δικαιωμάτων στην έμμεση μέθοδο.

Mfi = f∗i+1 (8.25)

όπου fi είναι το διάνυσμα στο αριστερό μέρος, ενώ f∗i+1 η παραγώγιση στα δεξιά. Το

σύστημα λύνεται παίρνοντας υπόψιν μας τα όρια χρησιμοποιώντας το a. Ακόμα μπορούμε να

εφαρμόσουμε Lower-Upper Decomposition ή SOR (Successive Over-relaxation).

8.0.3 Crank-Nicolson μέθοδος

Η μέθοδος Crank-Nicolson έκανε την εμφάνιση της για να βελτιστοποιήσει την ακρίβεια

έως και O(dt2) συνδιάζοντας την άμμεση και την έμμεση μέθοδο[2]. Εφαρμόζοντας στην

διαφορική εξίσωση BSM έχουμε :

fi,j − fi,j−1
δt

+
ri S

2

fi+1,j−1 − fi−1,j+1

2δS
+
riδS

2

fi+1,j − fi−1,j
2δS

+

1

4
σ2i2δS2 fi+1,j−1 − 2fi,j−1 + fi−1,j−1

δS2
+

1

4
σ2i2δS2 fi+1,j − 2fi,j + fi−1,j

δS2
=
r

2
fi,j−1 +

r

2
fi,j

΄Οπου μπορεί να γραφεί ως,

−αifi−1,j−1 + (1− bi)fi,j−1 − cifi+1,j−1 = αifi−1,j + (1 + bi)fi,j − cifi+1,j (8.26)
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όπου ,

αi =
1

4
δt(σ2i2 − ri) (8.27)

bi = −δt
2

(σ2i2 + ri) (8.28)

ci =
1

4
δt(σ2i2 + ri) (8.29)
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Σχήμα 8.4: Η σχέση των τιμών των δικαιωμάτων στην CN μέθοδο.

Παρόμοια με την έμμεση μέθοδο έχουμε :

M1fj−1 = M2fj (8.30)

΄Οπου

είναι το σύστημα εξισώσεων που χρειάζεται να λυθεί, όπως είδαμε και στην έμμεση μέθοδο

πάλι με τις μεθόδους LU,SOR.

8.1 Εφαρμογή

Σημείωση : Για την παρούσα εργασία θα δούμε πως συμπεριφέρονται οι μέθοδοι

πεπερασμένων διαφορών για τετράγωνα πλέγματα όπου ο χρόνος και οι τιμές έχουν χωριστεί
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σε ίσα διαστήματα. Υπάρχουν όμως και περιπτώσεις που δεν συμβαίνει πάντα αυτό αλλά ο

χρόνος και η τιμή χωρίζονται σε διαφορετικό αριθμό διαστημάτων.

Χρησιμοποιόντας το Matlab υλοποιούμε τις τρεις μεθόδους και συγκρίνουμε την συμπε-

ριφορά τους μεταξύ τους :

΄Εστω η μετοχή στην τιμή 50$ με διακύμανση 20% και ένα Ευρωπαϊκού τύπου συμβόλαιο

πώλησης με τιμή εξάσκησης 60$ και χρόνο ωρίμανσης 1 έτος από την παρούσα στιγμή. Το

επιτόκιο είναι 5%.

όπως φαίνεται η άμεση μέθοδος δεν προσφέρει σταθερότητα καθώς όσο αυξάνουμε το

πλήθος των διαστημάτων τα αποτελέσματα που παίρνουμε δεν είναι αυτά που θα θέλαμε.

Αντιθέτως η έμμεση μέθοδος συμπεριφέρεται αρκετά καλά με μια σταθερή προσέγγιση στην

πραγματική τιμή του συμβολαίου. Είναι φανερό όμως πως η Crank Nicolson μέθοδος που

συνδιάζει τις δύο προηγούμενες είναι σε θέση να προσεγγίσει ακριβώς την τιμή του συμβολαίου

πιο γρήγορα από την έμμεση μέθοδο.

Τώρα θα εξετάσουμε τα αποτελέσματα για Ν=Μ=500 αλλά για διαφορετικές τιμές εξάσκη-

σης και για δικαίωμα αγοράς με όλες τις άλλες μεταβλητές να μένουν ίδιες.

Ομοίως πράττουμε για διαφορετικές διακυμάνσεις της μετοχής

Η άμεση μέθοδος παρόλο που είναι εύκολη στην εφαρμογή της καθώς δεν χρειάζεται

σύστημα εξισώσεων στην υλοποίηση της με αποτέλεσμα να είναι και πιο γρήγορη από τις

άλλες δύο μεθόδους είναι αρκετά ασταθής βάση του πλήθους των διαστημάτων και όπως
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είδαμε είναι επηρεπείς και στις διαφορετικές τιμές εξάσκησης αλλά και στην διακύμανση της

μετοχής.

Από την άλλη η έμμεση μέθοδος ξεπερνάει το πρόβλημα της αστάθειας αλλά είναι πιο πε-

ρίπλοκη καθώς περιλαμβάνει την επίλυση ενός συστήματος γραμμικών εξισώσεων, προσφέρει

όμως ικανοποιητική ακρίβεια στα αποτελέσματα της. Βλέπουμε όμως πως ακόμα και αυτή όταν

η διακύμανση αυξήθηκε είχε υστερούσε σε σχέση με την CN στην ευστάθεια της.

Περιπλέκοντας λίγο ακόμα τα πράγματα και αυξάνοντας την υπολογιστική ισχύ που χρεια-

ζόμαστε πετυχαίνουμε την καλύτερη ακρίβεια με την μέθοδο CN που βλέπουμε πως προσφέρει

σταθερά την καλύτερη προσέγγιση σε όλα τα παραπάνω σενάρια.



Κεφάλαιο 9

Σύγκριση Μεθόδων

Αφού παρουσιάσαμε τις τρεις κύριες αριθμητικές μεθόδους, τις αναλύσαμε και είδαμε πως

συμπεριφέρονται στα Ευρωπαϊκά συμβόλαια όπου μπορούμε να γνωρίζουμε την ακριβή τιμο-

λόγιση τους καθώς υπάρχει η κλειστή επίλυση της εξίσωσης Black-Scholes. Η ουσία όμως

των αριθμητικών μεθόδων όπως είπαμε βρίσκεται στην δυνατότητα τους να τιμολογήσουν πιο

σύνθετα δικαιώματα όπου δεν υπάρχει η δυνατότητα κλειστής λύσης. Γι αυτόν τον λόγο

παρακάτω θα συγκρίνουμε την συμπεριφορά τους για ένα Αμερικάνικο δικαίωμα προαίρεσης.

΄Εστω ένα αμερικάνικου τύπου δικαίωμα αγοράς με τιμή εξάσκησης K = 50$ χρόνο ωρίμαν-

σης 1 έτος αργότερα από την παρούσα στιγμή, με την υποκείμενη μετοχή να έχει διακύμανση

20% και το επιτόκιο να βρίσκεται στο 5%. θα δούμε πως συμπεριφέρονται οι μέθοδοι καθώς

μεταβάλουμε την αρχική τιμή της μετοχής, στον παρακάτω πίνακα.

Σχήμα 9.1: Πίνακας τιμών για διαφορετικές μεθόδους τιμολόγησης των συμβολαίων.

Από την γραφική παράσταση φαίνεται ότι οι τιμές των μεθόδων δεν διαφέρουν πολύ αλλά

να μην ξεχνάμε πως στην αγορά οι επενδυτές επενδύουν μεγάλα ποσά οπότε κάθε δεκαδικό

ψηφίο μετράει.

Παρακάτω βλέπουμε τον χρόνο της κάθε μεθόδου όπου τα πράγματα είναι πιο ξεκάθαρα.

Εδώ τα πράγματα είναι ξεκάθαρα καθώς η μέθοδος μόντε κάρλο είναι φανερά πιο αργή από

όλες τις μεθόδους. Επίσης φανερό είναι ότι το δυωνυμικό δέντρο είναι το πιο γρήγορο από

όλες τις μεθόδους και η άμεση μέθοδος πιο γρήγορη από την Crank-Nicolson.
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Σχήμα 9.2: Γραφική παράσταση τιμών.

Σχήμα 9.3: Πίνακας χρόνων.

Σχήμα 9.4: Γραφική παράσταση τιμών.



Κεφάλαιο 10

Επίλογος

10.1 Συμπεράσματα

Η τιμολόγηση των δικαιωμάτων προαίρεσης είναι ένα μεγάλο επίτευγμα των σύγχρονων

χρηματοοικονομικών. Ενθάρρυνε την ανάπτυξη και τη διάδοση γνωστών δικαιωμάτων όπως

της αγοράς και της πώλησης σε πολλά περιουσιακά στοιχεία αλλά και των εξωτικών δικαιω-

μάτων. Το πλεονέκτημα της τιμολόγησης των δικαιωμάτων προαίρεσης δεν είναι να προσφέρει

την ¨σωστή τιμή¨. Η τιμή της αγοράς είναι η καλύτερη επιλογή τιμολόγησης, πχ. μια δίκαιη

αγορά προσφέρει την καλύτερη τιμή για τα δικαιώματα. Τα πραγματικά πλεονεκτήματα των

μοντέλων τιμολόγησης είναι ότι μπορούν να προσφέρουν ένα ¨στιγμιότυπο’ των συνθηκών που

επικρατούν στην αγορά(πχ. η διακύμανση).

Η εργασία αυτή έκανε απλά μια εισαγωγή στον κόσμο των χρηματοοικονομικών μοντέλων

και στις αριθμητικές μεθόδους που χρησιμοποιούνται για την τιμολόγηση των δικαιωμάτων.

Είδαμε πρώτα το δυωνυμικό μοντέλο που παρουσιάζει με έναν πολύ απλό και κατανοητό τρόπο

την τιμολόγηση ενός δικαιώματος. Είναι πάρα πολύ εύκολο στην ανάπτυξη του και όπως είδαμε

είναι και το πιο γρήγορο από τις τρεις μεθόδους μας και με πολύ ικανοποιητική ακρίβεια. Βέβαια

υστερεί στην μοντελοποίηση της μετοχής καθώς υποθέτει ότι μπορεί να πάει μόνο πάνω ή κάτω.

Μετά την παρουσίαση του από τους Cox,Ross,Rubenstein υπήρξαν άλλα δενδρικά μοντέλα(πχ.

τριωνυμικό) που στόχο είχαν να καλύψουν αυτό το κενό αλλά και να προσφέρουν καλύτερες

προσεγγίσεις και ταχύτητες σε εξωτικά δικαιώματα όπου το συγκεκριμένο μοντέλο υστερεί.

Αργότερα είδαμε το μοντέλο Leisen-Reimer που είναι σε θέση να ξεπεράσει το προηγούμενο

μοντέλο στον χρόνο προσέγγισης.

Μετά είδαμε την μέθοδο μόντε κάρλο. Η προσομοίωση με μόντε κάρλο είναι στην καρδιά

των χρηματοοικονομικών και χρησιμοποιείται από κάθε είδους οικονομικό ίδρυμα(τράπεζες,

ασφαλιστικές κλπ). Είδαμε πως η μέθοδος όμως αργεί στην προσέγγιση της τιμής και κα-

ταφέραμε να βελτιώσουμε αυτό το πρόβλημα με την αντιθετική μέθοδος. Ο υπολογιστικός

χρόνος όμως είναι φανερά μεγαλύτερος και από το δυωνυμικό μοντέλο και από την μέθοδο

πεπερασμένων διαφορών. Η μέθοδος μόντε κάρλο όμως δεν φημίζεται για την τιμολόγηση
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απλών δικαιωμάτων όπως τα Ευρωπαϊκά ή τα Αμερικάνικα αλλά για δικαιώματα που έχουν

αρκετά υποκείμενα περιουσιακά στοιχεία ή για δικαιώματα που η αποπληρωμή τους εξαρτάται

από το μονοπάτι του περιουσιακού στοιχείου και όχι μόνο για την τιμή που έχει την στιγμή

της ωρίμανσης. Τέλος να σημειωθεί πως υπάρχουν κάποια δικαιώματα τόσο περίπλοκα που η

τιμολόγηση τους μπορεί να γίνει μόνο με την μέθοδο μόντε κάρλο.

Τέλος είδαμε μια από τις πιο γνωστές αριθμητικές μεθόδους την μέθοδο των πεπερασμένων

διαφορών. Συγκεκριμένα παρουσιάσαμε τρεις μεθόδους : Την άμεση την έμμεση και την

μέθοδο Crank-Nicolson. Η άμεση μέθοδος είναι η πιο εύκολη στην εφαρμογή της από τις

τρεις και η πιο γρήγορη. Η εφαρμογή της και στα Ευρωπαϊκά και στα Αμερικάνικα συμβόλαια

έγινε πολύ εύκολα. Το μεγαλύτερο μειονέκτημα της όμως είναι η αστάθεια της καθώς σε

κάποιες συνθήκες δεν προσφέρει καθόλου λογικά αποτελέσματα όπως είδαμε. Το πρόβλημα

της αστάθειας καταφέραμε να το ξεπεράσουμε με την έμμεση μέθοδο θυσιάζοντας υπολογιστι-

κό χρόνο και αμέσως μετά είδαμε την μέθοδο Crank-Nicolson η οποία έχει τον μεγαλύτερο

υπολογιστικό χρόνο από τις τρεις αλλά προσφέρει και την καλύτερη ακρίβεια. Θα πρέπει να

ειπωθεί πως οι μέθοδοι πεπερασμένων διαφορών στην πράξη είναι οι πιο ευρεία διαδεδομένες

και χρησιμοποιούνται στην πλειοψηφία των περιπτώσεων.

Είναι φανερό λοιπόν ότι για διαφορετικές συνθήκες και διαφορετικά δικαιώματα την βέλτι-

στη λύση την προσφέρει και διαφορετική μέθοδος. Σε κάποια εξωτικά δικαιώματα υπάρχουν

κλειστές λύσεις και προτιμώνται από τις αριθμητικές μεθόδους. Σε κάποια άλλα δεν υπάρχει

άλλη επιλογή παρά μόνο η μέθοδος μόντε κάρλο. Κάποιοι άτυποι κανόνες είναι ότι για δικαι-

ώματα που εξαρτώνται από τα μονοπάτια των υποκείμενων στοιχείων η μέθοδος μόντε κάρλο

είναι η βέλτιστή. Αν μας ενδιαφέρει η ακρίβεια στην τιμή τότε χρησιμοποιούμε την αντιθετική

μέθοδο θυσιάζοντας υπολογιστικό χρόνο. Φυσικά όμως υπάρχουν τρόποι βελτίωσης όπως ο

παράλληλος προγραμματισμός. Για όλα τα άλλα δικαιώματα οι μέθοδοι των δέντρων και των

πεπερασμένων διαφορών λόγω του καλύτερου υπολογιστικού χρόνου. Τα δυωνυμικά δένδρα

εφαρμόζονται κυρίως για απλά δικαιώματα όπως τα Αμερικάνικα ή τα δικαιώματα τύπου Βερμο-

ύδας(είναι ένας συνδυασμός των Αμερικάνικων και των Ευρωπαϊκών, με δικαίωμα εξάσκησης

σε συγκεκριμένες χρονικές στιγμές). Για όλα τα άλλα οι μέθοδοι των πεπερασμένων διαφορών

είναι οι καλύτερες και όπως είδαμε ανάλογα με την μέθοδο που θα διαλέξουμε μπορούμε να

έχουμε διάφορους συνδυασμούς χρόνου και ακρίβειας.

10.2 Μελλοντικές Επεκτάσεις

Η εργασία αυτή παρουσιάζει μόνο το μοντέλο Black-Scholes για την τιμολόγηση δικαιω-

μάτων προαίρεσης και κάνει μια εισαγωγή στις τρεις κυριότερες αριθμητικές μεθόδους. Υπάρ-

χουν όμως πολλά κενά στο μοντέλο και έπειτα από την δημοσίευση του παρουσιάστηκε μια

πληθώρα μοντέλων τα οποία στοχεύουν να καλύψουν αυτό τα κενά όπως και παρουσιάστηκαν

άλλα μοντέλα τα οποία στοχεύουν σε συγκεκριμένους τύπους δικαιωμάτων.

Ακόμα έχουν παρουσιαστεί διάφορες επεκτάσεις και μετατροπές ανά τα χρόνια πάνω στις
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αριθμητικές μεθόδους που είδαμε που βοηθάνε στην βελτίωση του χρόνου και της ακρίβειας

για συγκεκριμένα συμβόλαια ή και για γενικούς σκοπούς. Τα τελευταία χρόνια έχουν βρει

εφαρμογή στην τιμολόγηση των δικαιωμάτων και η μέθοδος πεπερασμένων στοιχείων που

χρησιμοποιούνταν μέχρι πρότινος κυρίως σε μηχανολογικής φύσεως προβλήματα αλλά και η

τιμολόγηση με την χρήση Fourier που χρησιμοποιούνταν κυρίως στον κλάδο των τηλεπικοι-

νωνιών.

Επίσης ένα άλλο μεγάλο κεφάλαιο είναι οι παράγωγοι του μοντέλου που ονομάζονται ΅Ελ-

ληνες’ και έχουν μεγάλη σημασία στην κατανόηση της αγοράς και της συμπεριφοράς και των

περιουσιακών στοιχείων και των δικαιωμάτων προαίρεσης. ΄Οπως θα μπορούσε να υποθέσει

κανείς κάθε αριθμητική μέθοδος προσφέρει και διαφορετικές τιμές στους ΅Ελληνες’ με διαφορές

σε χρόνους και προσεγγίσεις.
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