
 
 

 
 
 

 
 

ΚΟΑΣΙ∆ΟΥ ΣΟΦΙΑ 
ΜΑΡΓΑΡΙΤΙ∆ΟΥ ΜΑΡΙΑ 

  
 

 
 

ΕΕΠΠΙΙΛΛΥΥΣΣΗΗ  ΣΣΥΥΣΣΤΤΗΗΜΜΑΑΤΤΟΟΣΣ  ΣΣΥΥΝΝΗΗΘΘΩΩΝΝ  
∆∆ΙΙΑΑΦΦΟΟΡΡΙΙΚΚΩΩΝΝ  ΕΕΞΞΙΙΣΣΩΩΣΣΕΕΩΩΝΝ,,  ΠΠΡΡΟΟΣΣΕΕΓΓΓΓΙΙΣΣΗΗ  ΤΤΗΗΣΣ  
ΛΛΥΥΣΣΗΗΣΣ  ΜΜΕΕ  ΤΤΟΟ  ΒΒΕΕΛΛΤΤΙΙΣΣΤΤΟΟ  ΠΠΟΟΛΛΥΥΩΩΝΝΥΥΜΜΟΟ  ΚΚΑΑΙΙ  

ΓΓΡΡΑΑΦΦΙΙΚΚΗΗ  ΑΑΠΠΕΕΙΙΚΚΟΟΝΝΙΙΣΣΗΗ  ΤΤΩΩΝΝ  ΑΑΠΠΟΟΤΤΕΕΛΛΕΕΣΣΜΜΑΑΤΤΩΩΝΝ  
  
  
  

ΕΕΠΠΙΙΒΒΛΛΕΕΠΠΩΩΝΝ::  ΚΚΟΟΥΥΪΪΡΡΟΟΥΥΚΚΙΙ∆∆ΗΗΣΣ  ΑΑΠΠΟΟΣΣΤΤΟΟΛΛΟΟΣΣ  



ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

ΑΑννώώττααττοο  ΤΤεεχχννοολλοογγιικκόό  ΕΕκκππααιιδδεευυττιικκόό  ΊΊδδρρυυµµαα  ΣΣεερρρρώώνν  
ΤΤµµήήµµαα  ΠΠλληηρροοφφοορριικκήήςς  &&  ΕΕππιικκοοιιννωωννιιώώνν  

 
 
 
 
 

ΚΟΑΣΙ∆ΟΥ ΣΟΦΙΑ 
ΜΑΡΓΑΡΙΤΙ∆ΟΥ ΜΑΡΙΑ 

 
 
 

ΕΠΙΛΥΣΗ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ ΣΥΝΗΘΩΝ 
∆ΙΑΦΟΡΙΚΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ, ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ 

ΤΗΣ ΛΥΣΗΣ ΜΕ ΤΟ ΒΕΛΤΙΣΤΟ 
ΠΟΛΥΩΝΥΜΟ ΚΑΙ ΓΡΑΦΙΚΗ 

ΑΠΕΙΚΟΝΙΣΗ ΤΩΝ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΩΝ 
 
 
 

ΠΠΤΤΥΥΧΧΙΙΑΑΚΚΗΗ  ΕΕΡΡΓΓΑΑΣΣΙΙΑΑ  
  
  
  

ΕΕΠΠΙΙΒΒΛΛΕΕΠΠΩΩΝΝ::  ΚΚΟΟΥΥΪΪΡΡΟΟΥΥΚΚΙΙ∆∆ΗΗΣΣ  ΑΑΠΠΟΟΣΣΤΤΟΟΛΛΟΟΣΣ  
  
  
  
  
  
  

ΣΣΕΕΡΡΡΡΕΕΣΣ  

ΝΝΟΟΕΕΜΜΒΒΡΡΙΙΟΟΣΣ  22000066 

 - 2 -



ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

ΠΡΟΛΟΓΟΣ 
 
 
 

Το αντικείµενο της παρούσας πτυχιακής εργασίας είναι η επίλυση 

συστήµατος συνήθων διαφορικών εξισώσεων µε χρήση της µεθόδου RUNGE 

KUTTA FEHLBERG (RKF). Η µέθοδος αυτή έχει εσωτερικό έλεγχο του 

σφάλµατος και του βήµατος ολοκλήρωσης και η λύση που προκύπτει (στο 

επιθυµητό διάστηµα της ανεξάρτητης µεταβλητής) προσεγγίζεται µέσω του 

βέλτιστου πολυωνύµου, δεδοµένου βαθµού. Τέλος τα αποτελέσµατα 

παρουσιάζονται γραφικά. 

 

Η υλοποίηση των παραπάνω µεθόδων γίνεται µε την βοήθεια του 

Μαθηµατικού προγράµµατος MATLAB ,στο οποίο έχει γραφεί ο αντίστοιχος 

κώδικας, που είναι διαµορφωµένος έτσι ώστε να εκτελεί µία µία τις 

υπορουτίνες και να διακόπτει την ροή του προγράµµατος , βγάζοντας τα 

αντίστοιχα µηνύµατα  για την καλύτερη  κατανόηση, κάθε βήµατος. 

 

Στο παρόν βιβλίο  αναφέρονται τα γενικά χαρακτηριστικά του MATLAB και 

των ∆ιαφορικών Εξισώσεων. Στη συνέχεια αναλύεται η Αριθµητική µέθοδος   

RUNGE KUTTA (RK), καθώς και η µέθοδος για τον υπολογισµό σφάλµατος 

RUNGE KUTTA FEHLBERG (RKF). Ακολουθεί η περιγραφή του τρόπου 

προσεγγίσεως της λύσης µέσω πολυωνύµου δεδοµένου βαθµού, 

χρησιµοποιώντας την L-U decomposition. Στο επιθυµητό διάστηµα, στο οποίο 

ζητάµε να προσεγγίσουµε την λύση µέσω πολυωνύµου, επιλέγονται 

ισαπέχοντα (ως προς την ανεξάρτητη µεταβλητή) σηµεία της λύσης, τα οποία 

και προσεγγίζονται από το βέλτιστο πολυώνυµο (best-fit polynomial). Κατόπιν 

παρουσιάζεται ο κώδικας, που έχει δοµηθεί για την επίλυση των ∆ιαφορικών 

Εξισώσεων, συµπεριλαµβανοµένων σχολίων για την πλήρη κατανόηση  

αυτού .Τέλος δίνονται κάποια χαρακτηριστικά παραδείγµατα, πιστοποιώντας 

την εγκυρότητα της µεθόδου (Εµφάνιση αποτελεσµάτων και γραφικών 

παραστάσεων).  
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1.1 MATLAB 

 
Στην εργασία αυτή αναπτύσσεται κώδικας για την επίλυση συστήµατος 

διαφορικών εξισώσεων µε την χρήση της γλώσσας προγραµµατισµού 

MATLAB (το όνοµα προήλθε από τις λέξεις Matrix Laboratory) καθώς επίσης 

και την προσαρµογή της αριθµητικής λύσης µ’ ένα πολυώνυµο n-βαθµού που 

καλείται βέλτιστο πολυώνυµο (best-fit polynomial). 

Η ευρεία χρήση του MATLAB οφείλεται σε µεγάλο βαθµό στην 

επεκτασιµότητά του, µέσω των διαφόρων εργαλειοθηκών, κάθε µια από τις 

οποίες περιέχει ένα αριθµό συναρτήσεων για ένα συγκεκριµένο αντικείµενο-

εφαρµογή. 

To MATLAB (Math Works Inc.) παρέχει ένα δυναµικό, εύχρηστο και 

ανοικτό υπολογιστικό περιβάλλον για υλοποίηση επιστηµονικών εφαρµογών 

σε ένα µεγάλο φάσµα πεδίων, όπως στη Γραµµική Άλγεβρα,  Στατιστική, 

Εφαρµοσµένα Μαθηµατικά, Επεξεργασία Σηµάτων και Εικόνας, Θεωρία 

Ελέγχου, Θεωρία Βελτιστοποίησης, Γραφικά, Αριθµητική Ανάλυση-

Επιστηµονικό Υπολογισµό (όπου θα ασχοληθούµε εκτενέστερα στη 

συνέχεια). 

To MATLAB εκτελεί από απλούς µαθηµατικούς υπολογισµούς µέχρι και 

προγράµµατα µε εντολές παρόµοιες µε αυτές που υποστηρίζει µια γλώσσα 

υψηλού επιπέδου. Συγκεκριµένα εκτελεί απλές µαθηµατικές πράξεις, αλλά 

εξίσου εύκολα χειρίζεται µιγαδικούς αριθµούς, δυνάµεις, ειδικές µαθηµατικές 

συναρτήσεις, πίνακες, διανύσµατα και πολυώνυµα. Μπορεί επίσης να 

αποθηκεύει και να ανακαλεί δεδοµένα, να δηµιουργεί και να εκτελεί 

ακολουθίες εντολών που αυτοµατοποιούν διάφορους υπολογισµούς και να 

σχεδιάζει γραφικά. 
Το περιβάλλον του MATLAB υποστηρίζει ένα µεγάλο αριθµό ενδογενών 

λειτουργιών και συναρτήσεων καθώς και εξωτερικές βιβλιοθήκες (Toolboxes) 

για εξειδικευµένες περιοχές εφαρµογών.  Υποστηρίζει επίσης µια 

ευέλικτη,απλή και δοµηµένη γλώσσα προγραµµατισµού (script language) µε 
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πολλές οµοιότητες µε την Pascal και παρέχει δυνατότητες εύκολης 

δηµιουργίας, διασύνδεσης και χρήσης βιβλιοθηκών σε κώδικα γραµµένο στη 

γλώσσα αυτή (M files). 

Το MATLAB λειτουργεί ως διερµηνέας εντολών (Command Interpreter), οι 

οποίες δίνονται µέσω του παραθύρου εντολών της (MATLAB command 

window) . 

Οι εντολές αυτές µπορεί ναι είναι: 

1. Ορισµοί µεταβλητών και πράξεις. 

2. Κλήση ενσωµατωµένων συναρτήσεων της MATLAB και των 

εγκατεστηµένων εργαλειοθηκών της (toolboxes). 

3. Κλήση συναρτήσεων (functions) ή αρχείων εντολών MATLAB (scripts) 

που κατασκευάζονται από τους χρήστες µε την µορφή m-file.  

 
 

                                      Interface σε περιβάλλον MATLAB 7 
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                                        Το περιβάλλον του MATLAB 7. 
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1.2 ∆ΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 
 

 
Οι περισσότεροι επιστηµονικοί νόµοι σε διάφορες επιστήµες εκφράζονται 

µε τη µορφή διαφορικών εξισώσεων. Οι συνήθεις διαφορικές εξισώσεις (∆.Ε.) 

αποτελούν σηµαντικό κεφάλαιο των µαθηµατικών και υπάρχει πλειάδα 

µεθόδων για την αναλυτική επίλυσή τους. Εν τούτοις, στην πράξη, ένας 

µεγάλος αριθµός από χρήσιµες διαφορικές εξισώσεις δεν επιλύονται 

αναλυτικά και απαιτείται η αριθµητική τους επίλυση.  ∆υστυχώς µάλιστα, 

ακόµη και πολύ απλά φυσικά µοντέλα, που χρησιµοποιούνται για την 

πρόβλεψη της εξέλιξης ενός φαινοµένου, δεν επιλύονται αναλυτικά. 

Ένα παράδειγµα για τη σχέση διαφορικών εξισώσεων µε φυσικά 

φαινόµενα αποτελεί το µοντέλο «κυνηγού-θηράµατος». Έστω ότι  είναι ο 

αριθµός των κυνηγών και 

( )tx

( )ty  ο αριθµός των θηραµάτων σε µια χρονική 

στιγµή. Τότε, κάτω από κατάλληλες (και απλουστευτικές) συνθήκες, η εξέλιξη 

των δυο πληθυσµών θα δίνεται από το σύστηµα διαφορικών εξισώσεων 

 

( )xbya
dt
dx

+=
                                 

( )ydxc
dt
dy

+=  

 

όπου τα a,b,c,d είναι σταθερές, που δίνονται από το µελετητή του 

συστήµατος.  

 

Συνεπώς η ανάπτυξη αριθµητικών µεθόδων για την επίλυση συστηµάτων 

Σ.∆.Ε. µε δεδοµένες αρχικές συνθήκες είναι αναγκαία και πολύ χρήσιµη 

στην κατανόηση των φαινοµένων που περιγράφουν. Στο τελευταίο 

βοηθάει και η γραφική απεικόνιση των αποτελεσµάτων. Στην παρούσα 

πτυχιακή αναπτύσσεται κώδικας µέσω της χρήση του MATLAB, για την 

ολοκληρωµένη απάντηση στο παραπάνω πρόβληµα. 
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ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΕΣ ΜΕΘΟ∆ΟΙ 
 
 
Η αριθµητική Ανάλυση είναι ο κλάδος των Εφαρµοσµένων Μαθηµατικών 

που ασχολείται µε τη διακριτοποίηση «συνεχών» προβληµάτων των 

Μαθηµατικών, των οποίων τη λύση θέλουµε να προσεγγίσουµε. Τέτοια 

προβλήµατα είναι η επίλυση γραµµικών εξισώσεων, η προσέγγιση 

συναρτήσεων, η ολοκλήρωση και η παραγώγιση, η επίλυση διαφορικών και 

ολοκληρωτικών εξισώσεων, ο προσδιορισµός των ακρότατων µιας 

συνάρτησης κ.α.. Τα διακριτά σχήµατα, δηλαδή τις αριθµητικές µεθόδους που 

προκύπτουν, µας ενδιαφέρει να µελετήσουµε κατ’ αρχήν ως προς την 

ακρίβεια και την ευστάθειά τους, και κατόπιν, αφού τις διατυπώσουµε µε 

µορφή αλγορίθµου (δηλαδή ως µια πεπερασµένη, λογικά πλήρη ακολουθία 

καλώς ορισµένων αριθµητικών πράξεων και λογικών εκφράσεων), να τις 

υλοποιήσουµε κατά οικονοµικό τρόπο (από υπολογιστική άποψη) µέσω 

προγραµµάτων στον υπολογιστή. Έτσι, η Αριθµητική Ανάλυση, ενδιαφέρει 

ιδιαίτερα τους χρήστες των Μαθηµατικών, σ’ όλες τις εφαρµογές τους στις 

επιστήµες και την τεχνολογία. 

Το θεωρητικό µέρος της Αριθµητικής Ανάλυσης περιλαµβάνει την 

κατασκευή αριθµητικών µεθόδων και τη µελέτη της ακρίβειας και της 

ευστάθειάς τους, δηλαδή της ανάλυση των σφαλµάτων τους. Τα τελευταία τα 

διακρίνουµε σε σφάλµατα «διακριτοποίησης» ή «προσέγγισης» και σε 

σφάλµατα «στρογγύλευσης». Το πρακτικό µέρος αφορά την υλοποίηση των 

αλγορίθµων στον υπολογιστή µε οικονοµικό τρόπο από άποψη ταχύτητας και 

απαιτούµενου χώρου µνήµης, Ως συνήθως το πρακτικό και το θεωρητικό 

µέρος είναι αλληλένδετα. 
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2.1 RUNGE KUTTA 
 
 

Η µέθοδος RUNGE KUTTA (R.K.) αποτελεί σηµαντική συνεισφορά 

στην προσπάθεια ακριβούς ολοκλήρωσης ενός συστήµατος ΝΧΝ πρώτης 

τάξης συνήθων διαφορικών εξισώσεων. 

Ως συνήθης χαρακτηρίζονται οι διαφορικές εξισώσεις που έχουν µία 

µεταβλητή, ενώ ως µερικές διαφορικές εξισώσεις αυτές που έχουν 

περισσότερες της µία µεταβλητές. 

Παραδείγµατος χάριν: 

 

Ν – Συναρτήσεις y1(x),…,yΝ(x) 

 

),(
)(

1
1

kyxF
dx

xdy
=      Nk ,...,2,1=  

),(
)(

kN
N yxF
dx

xdy
=  

 

 

Στη γενική µορφή εξετάζουµε την µέθοδο (R.K.)  «δεύτερης τάξης». 

Αν έχουµε  την ∆ιαφορική Εξίσωση ( yxf
dx
dy ,= )   τότε αυξάνοντας το  

(ανεξάρτητη µεταβλητή) κατά , θεωρούµε ότι το αυξάνει κατά που 

είναι ένας «µέσος όρος» δύο διαφορετικών «εκτιµήσεων» για το , των  

,  

x

h y y∆

y∆ 1k

2k
Γράφουµε : 

 

211 bkakyy nn ++=+   

( )nn yxhfk ,1 =  

( )12 , BkyAhxhfk nn ++=             (Σ1) 
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Τα  είναι εκτιµήσεις του πόσο αυξάνει το 21kk y ,(δηλαδή του ) 

διότι είναι γινόµενα του βήµατος ως προς  (δηλαδή του ) µε την τιµή της 

κλίσης (πρώτης παραγώγου) λόγω της ∆ιαφορικής Εξίσωσης. 

y∆

x h

Οι µέθοδοι R.K. ως πρώτη εκτίµηση  λαµβάνουν συνήθη εκτίµηση 

που προκύπτει από την µέθοδο Euler. 

1k

Σαν δεύτερη εκτίµηση λαµβάνουµε αυτήν για την οποία η κλίση  2k

( )⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ = yxf

dx
dy ,  υπολογίζεται από αύξηση των ορισµάτων  κατά 

κλάσµατα των 

( yx , )

( )1, kh  αντίστοιχα. Οι συντελεστές Α,Β καθώς και οι a,b 

πρέπει να προσδιοριστούν ώστε να έχουµε όσο το δυνατόν καλύτερη 

συµφωνία µε το ανάπτυγµα Taylor. 

Θα έχουµε: 

 

( ) ( ) ....,
2

,
2

1 +′⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++=+ nnnnnn yxfhyxhfyy  

 

Ο τόνος στο σηµαίνει ολική παράγωγο ως προς f x , και έχουµε 

 

fyffx
dx
dy

fyfx
dx
df

+=+=  

 

όπου οι δείκτες σηµαίνουν µερική παραγώγιση ως προς της αντίστοιχη 

µεταβλητή ( x  ή ). y

 

 

Άρα έχουµε : 

 

(
nyxnnn fffhhfyy +⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++=+ 2

2

1 )                        (Ε1) 
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όπου ο δείκτης ( ), σηµαίνει ότι οι ποσότητες υπολογίζονται στο σηµείο 

  

n
( )nn yx ,

 

 

Ξαναγράφουµε την σχέση (Ε1) ως: 

 

( ) ( )[ ]nnnnnnnn yxBhfyAhxbhfyxahfyy ,,,1 ++++=+                                 

                                                                                                                   (Ε2) 
 

Για να κάνουµε σύγκριση των δύο σχέσεων (Ε1) και (Ε2) 

αναπτύσσουµε κατά Taylor τον τελευταίο όρο της (Ε2), κρατώντας µόνον 

όρους µε πρώτης τάξης µερικές παραγώγους. 

 

( )[ ] ( )
nyxnnnn BhffAhffyxBhfyAhxf ++=++ ,,  

 

Αντικαθιστώντας στην (Ε2), µετά από πράξεις έχουµε  

 

( ) [ ]
nyxnnn BbffAbfhhfbayy ++++=+

2
1             (Ε3) 

 
Συγκρίνοντας την (Ε1) µε την (Ε2) έχουµε: 

 

1=+ ba ,    2
1

=ab  ,  2
1

=Bb  

 

 

Έχουµε τρεις εξισώσεις µε τέσσερις αγνώστους. Μπορούµε να 

επιλέξουµε αυθαίρετα την µια σταθερά και να προσδιορίσουµε τις άλλες τρεις.  
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Αν 2
1

=a   ,  2
1

=b  , 1== BA  και προκύπτει η τροποποιηµένη µέθοδος 

Euler, δηλαδή 

 

 

 

( )211 2
1 kkyy nn ++=+  

( )nn yxhfk ,1 =  

( )12 , kyhxhfk nn ++=            (Σ2) 

 

Το σφάλµα (τοπικό!) της µεθόδου αυτής είναι ( )30 h . Αυτό σηµαίνει 

ότι, για παράδειγµα µε  το σφάλµα είναι της τάξης του 101,0=h -3. 

Υπάρχουν και ανώτερης τάξης µέθοδοι, όπου το σφάλµα είναι υψηλότερης 

τάξης ως προς , (δηλαδή πολύ µικρότερο!) ( )h

 

Η πιο βασική είναι η µέθοδος (RK) τέταρτης τάξης,Σ’ αυτήν 

συγκρίνουµε όρους µέχρι και τέταρτης τάξης στο ανάπτυγµα Taylor, ( )40 h . Η 

πλέον γνωστή είναι η (RK) – τέταρτης τάξης όπου: 

 

( )43211 22
6
1 kkkkyy nn ++++=+  

( )nn yxhfk ,1 =
 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++= 12 2

1,
2
1 kyhxhfk nn  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++= 23 2

1,
2
1 kyhxhfk nn  

( )34 , kyhxhfk nn ++=                    (Σ3) 
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και το τοπικό σφάλµα είναι ( )50 h . Είναι πιο συµφέρουσα, από υπολογιστική 

άποψη, σε σχέση µε την προηγούµενη µέθοδο διότι µπορούµε να πετύχουµε 

την ίδια ακρίβεια µε µεγαλύτερο βήµα ( )h  

                 
                                                                             

2.2 RUNGE KUTTA FEHLBERG (RKF) 
 

Για να κάνουµε εκτίµηση του σφάλµατος στην περίπτωση µιας µεθόδου 

(RK), όταν κάνουµε ένα βήµα ολοκλήρωσης, και πάµε από το  στο 

 µπορούµε να ακολουθήσουµε την παρακάτω µέθοδο: 

( )nx

( ) hxx nn +=+1

Υπολογίζουµε την τιµή του  αν ελαττώσουµε το βήµα στο µισό, δηλαδή y

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
h . Αν τώρα η διαφορά είναι µεγαλύτερη από κάποια ανεκτική τιµή 

σφάλµατος, τότε θεωρούµε σαν καινούριο , το τελευταίο. 

Επαναλαµβάνουµε την διαδικασία µέχρις ότου το σφάλµα γίνει µικρότερο από 

την ανεκτή τιµή του σφάλµατος. 

y

 Αυτό όµως είναι εξαιρετικά δαπανηρό σε ότι αφορά το υπολογιστικό 

κόστος, διότι αυξάνει από τέσσερις (4) , σε τέσσερις συν επτά (δηλαδή έντεκα 

-11 ) τους απαιτούµενους υπολογισµούς ανά βήµα, για να προχωρήσει η 

µέθοδος. 

 Υπάρχουν αρκετές µέθοδοι για να συµπιεστεί το υπολογιστικό κόστος 

ανά βήµα ολοκλήρωσης έτσι ώστε να έχουµε και υπολογισµό του σφάλµατος 

Ε. 

 Η µέθοδος που έχει επικρατήσει περισσότερο από όλες είναι η Runge 

Kutta Fehlberg (RKF). Είναι πέµπτης τάξης ως προς το τοπικό σφάλµα ( )50 h  

και επιπλέον µε έξι (6) υπολογισµούς συναρτήσεων ανά βήµα, έχουµε και 

εκτίµηση του σφάλµατος. 

 

 Η µέθοδος δίνεται ακολούθως: 
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( )nn yxhfk ,1 =  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=

4
,

4
1

2
kyhxhfk nn  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++=

32
9

32
3,

8
3 21

3
kkyhxhfk nn  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−++=

2197
7296

2197
7200

2197
1932,

13
12 321

4
kkkyhxhfk nn  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−++=

4104
845

513
3680

1
8

216
439, 4321

5
kkkkyhxhfk nn  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−+−+=

40
11

4104
1859

2565
35442

27
8,

2
543

2
1

6
kkkkkyhxhfk nn  

 
 

Η βάση του σχήµατος RKF είναι ότι αντί να υπολογιστεί η τιµή   του 

επόµενου βήµατος (δηλαδή  ) στα σηµεία 

y

1+ny ( )h  και ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
h

, υπολογίζουµε 

δύο εκτιµήσεις  , 1+ny 1+ny)  του τύπου (RK) στο τέλος του διαστήµατος  

αλλά µε διαφορετική ακρίβεια. 

( )h

Η εκτίµηση τέταρτης τάξης ( )40 h  είναι η 

 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+++=+ 44104

2197
2565

1408
216
25 5431

1
kkkkyy nn

)
 

 

και η εκτίµηση πέµπτης τάξης ( )50 h  είναι η  
 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+++=+ 55

2
50
9

56430
28561

12825
6656

135
16 65431

1
kkkkkyy nn  

 
 

Το σφάλµα υπολογίζεται από την διαφορά ( )11 ++ − nn yy )
 και είναι 
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⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−−=

55
2

5075240
2197

4275
128

360
65431 kkkkkE  

 
 

Τελικά το επόµενο βήµα ( ) υπολογίζεται από τον όρο πέµπτης 

τάξης 

1+ny

( )50 h . 

Συνεπώς υπολογίζουµε µόνο έξι (6) συναρτήσεις , και 

έχουµε υπολογισµό και του σφάλµατος. 

61 kk →

Στην υλοποίηση µπορούµε και στο κάθε βήµα ολοκλήρωσης να 

υπολογίζουµε το σφάλµα και ανάλογα αν είναι µεγάλο να υποδιπλασιάζουµε 

το βήµα ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛→
2
hh  , ή αν είναι υπερβολικά µικρό να το διπλασιάζουµε 

. ( )hh 2→
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3Ο   
 
 

ΠΟΛΥΩΝΥΜΙΚΗ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 
 
 

3.1 ΠΡΟΣΑΡΜΟΓΗ ΜΗ ΓΡΑΜΜΙΚΩΝ ΚΑΜΠΥΛΩΝ  ΜΕ  
ΠΟΛΥΩΝΥΜΑ ΕΛΑΧΙΣΤΩΝ ΤΕΤΡΑΓΩΝΩΝ 

 
 

Η µορφή των αριθµητικών λύσεων µιας Σ.∆.Ε. 
( ) ( yxf

dx
xdy ,= )  είναι 

γενικά ένα σύνολο σηµείων στο επίπεδο Χ0Υ της µορφής 

( ){ }Nkyx kk ,...2,1, ==Λ . Ζητάµε λοιπόν να προσαρµόσουµε την 

αριθµητική λύση σε κάποιο πολυώνυµο βαθµού , δηλαδή n
 

( ) ∑
=

=+++==
n

k

k
k

n
n xaxaxaaxPY

0
10 ......  

Ο βαθµός του πολυωνύµου  και οι συντελεστές n ( )ka  θα πρέπει να 

προσδιοριστούν κατά κάποιο βέλτιστο τρόπο, και αυτός δεν είναι άλλος από 

την απαίτηση να ελαχιστοποιείται το τετραγωνικό (squared) σφάλµα. 

Πράγµατι αν θεωρήσουµε την παραπάνω πολυωνυµική σχέση και 

υποθέσουµε ότι περιγράφει το σύνολο Λ , των δεδοµένων τότε το σφάλµα 

σε κάθε σηµείο  θα είναι ( kkk yxP , ) ( )Nk ,....,2,1=  

 

( ) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−=−−−−= ∑

=

n

m

m
kmk

n
knkkk xayxaxaaye

0
10 .......  
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Το κριτήριο που ζητάµε να ικανοποιείται είναι, το άθροισµα των 

τετραγώνων των σφαλµάτων να γίνεται ελάχιστο, δηλαδή 

 

∑ ∑∑
= ==

ΜΙΝ=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−==

N

k

n

n

n
knk

N

k
k xayeS

1

2

01

2
 

 

Θεωρούµε ότι το ( )naaaSS ,....,, 10=  είναι συνάρτηση των 

συντελεστών του πολυωνύµου και ζητάµε να ελαχιστοποιηθεί ως προς αυτές. 

 

Άρα πρέπει 0=
∂
∂

ka
S

    ( )nk ,.....,1,0=

 

Υπολογίζοντας τις µερικές παραγώγους έχουµε: 

 

( )( )∑
=

−−−−−==
∂
∂ N

i

n
inui xaxaay

a
S

1
10

0

1....20  

( )( )i
N

i

n
inii xxaxaay

a
S

−−−−−==
∂
∂ ∑

=1
10

1

....20  

 
----------------------------------------------------------------------- 
----------------------------------------------------------------------- 
 

( ) n
i

N

i

n
inii

n

xxaxaay
a
S

−−−−−==
∂
∂ ∑

=1
10 .....20 ( )

 

 
 

Αυτό είναι ένα γραµµικό σύστηµα ( ) ( )1*1 ++ nn  ως προς τους 

αγνώστους  (  που ζητάµε να προσδιορίσουµε. )naaa ,...,, 10

Το σύστηµα αυτό µπορούµε να το αναδιατάξουµε και να το γράψουµε στην 

παρακάτω µορφή. 
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∑ ∑ ∑=+++ i
n
ini yxaxaNa .....10  

∑ ∑ ∑ ∑=+++ +
ii

n
inii yxxaxaxa 12

10 ....  
---------------------------------------------------- 
---------------------------------------------------- 
 

∑ ∑ ∑∑ =+++ +
i

n
i

n
in

n
i

n
i yxxaxaxa 21

10 .....  
 
 
ή σε µορφή πινάκων, ως ακολούθως: 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∑

∑
∑

∑∑∑
∑
∑

∑∑∑

+
i

n
i

ii

i

n
n

i
n
i

n
i

i

i

n
iii

yx

yx
y

a

a
a

xxx
x
x

xxxN

......
*

...

......

...... 1

0

21

2

2

 

 
               ή      B    *   a    =    C 

 

Για να επιλυθούν τέτοιο είδους συστήµατα, όπου το ( )n  (δηλαδή ο 

βαθµός του πολυωνύµου) µπορεί να είναι µεγάλος, απαιτούνται ειδικές 

τεχνικές. Επιπλέον πρόβληµα αποτελούν και οι αστάθειες που προκύπτουν 

λόγω σφαλµάτων στρογγύλευσης  και µεγεθύνονται έτσι ώστε να έχουµε 

λανθασµένη λύση. 

Η µέθοδος που θα χρησιµοποιήσουµε είναι η διάσπαση L-U (L-U 

decomposition). 

Αφού λυθεί το σύστηµα, προσδιορίζουµε το ζητούµενο συµπτωτικό 

πολυώνυµο. 

( ) ∑
=

=+++==
n

k

k
k

n
n xaxaxaaxPy

0
10 ...  

Παρατηρούµε τέλος ότι ο πίνακας Β µπορεί να γραφεί ως  

 

TAAB =  
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όπου              
( )xNn

n
N

nn

N A

xxx

xxx
A 1

21

21

...
............

....
1....11

+==
 

 

και  ανάστροφος του =TA Α  
 

επίσης ο πίνακας  όπου   AyC =
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

Ny

y
y

y
...

2

1

 

Τέλος ο πίνακας 
TBB =  είναι συµµετρικός. Το ερώτηµα που 

προκύπτει τώρα είναι ποια είναι η τιµή του ( )n  (δηλαδή του βαθµού του 

πολυωνύµου) που θα χρησιµοποιήσουµε. Η απάντηση στο ερώτηµα αυτί 

κάνει χρήση της Στατιστικής. Το ( )n  προσδιορίζεται ζητώντας να 

ελαχιστοποιείται η διακύµανση, 

 

 

1
1

2

2

−−
=

∑
=

nN

e
N

k
k

σ  

 
 

Συνήθως αυξάνοντας το ( )n  παρατηρούµε ότι η τιµή του  

λαµβάνει µια ελάχιστη τιµή και µετά αυξάνει και πάλι. Σε κάθε περίπτωση οι 

τιµές του  που θα υιοθετούµε ( για λόγους πρακτικούς ) είναι στο 

διάστηµα 

2σ

( )n

91 ≤≤ n                                                                             
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3.2 Η ΜΕΘΟ∆ΟΣ L-U ΣΤΗΝ ΕΠΙΛΥΣΗ ΓΡΑΜΜΙΚΩΝ 
ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ 

 
 

Για να επιλύσουµε ένα σύστηµα γραµµικό, της µορφής  bAx =

Όπου  είναι τετραγωνικός πίνακας (nxnAA = ) ( )nxn  ,  ο πίνακας 

 των αγνώστων, και  ο πίνακας των συντελεστών του δεξιού 

µέλους, πολλές φορές χρησιµοποιούµε την µέθοδο L-U. Αυτή είναι ιδιαιτέρως 

χρήσιµη για υπολογιστικές εφαρµογές µε πίνακες Α µεγάλων διαστάσεων. 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

nx

x
x

x
...

2

1

( 1nx )
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

nb

b
b

b
...

2

1

Η ουσία της µεθόδου συνίσταται στο να γραφεί ο πίνακας Α σαν 

γινόµενο δυο άλλων πινάκων A=L*U όπου 

 

 

Ο           είναι κάτω τριγωνικός πίνακας και  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

nnij ll

ll
l

L

......
............
0...
0...0

2221

11

 

Ο        είναι άνω τριγωνικός µε µονάδες στη διαγώνιο. 
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

1...00
............
......10

......1 iju

U

 
 
 
Ας κάνουµε επίδειξη της µεθόδου για Α, L, U (4x4)-πίνακες  
 
Θέλουµε:  
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Πολλαπλασιάζοντας τις γραµµές του L  µε την πρώτη στήλη του U , 

έχουµε  ,  , 1111 al = 2121 al = 3131 al =  , 4141 al =  

Έτσι προσδιορίζουµε την πρώτη στήλη του L µέσω ijij al =   ( )4,3,2,1=i  

 

Μετά πολλαπλασιάζουµε την πρώτη στήλη του L µε τις στήλες του 

U.Προκύπτει 
11

14
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l
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l
au

l
au ===  και έτσι 

προσδιορίζεται και η πρώτη σειρά του U. Η µέθοδος προχωράει 

προσδιορίζοντας λοιπόν µια στήλη του L, ακολούθως µια γραµµή του U και 

εναλλάξ. 

Έτσι πολλαπλασιάζοντας τις γραµµές του L µε την δεύτερη στήλη του 

U έχουµε: 
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Πολλαπλασιάζοντας οµοίως την δεύτερη γραµµή του L µε τις στήλες 
του U έχουµε: 
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Ο γενικός λοιπόν τύπος – αλγόριθµος που προσδιορίζει τα στοιχεία 
των L , U είναι: 
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FOR J=2 TO N STEP 1 DO 

∑
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END DO 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4Ο  
 

 

ΚΩ∆ΙΚΑΣ ΥΛΟΠΟΙΗΣΗΣ  ΤΗΣ 

ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗΣ ΜΕΘΟ∆ΟΥ RKF5 

ΓΙΑ ΤΗΝ ΕΠΙΛΥΣΗ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ 

ΣΥΝΗΘΩΝ ∆ΙΑΦΟΡΙΚΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ 
 
 

 
∆ΗΛΩΣΗ ΑΡΧΙΚΩΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ 
 
N=2;                     Το Ν είναι ο αριθµός ανεξάρτητων ∆ιαφορικών 

Εξισώσεων 1ης τάξης, που µας δείχνει τη διάσταση του 
συστήµατος. 

                               
h=0.1;                   Το h είναι το βήµα. 
 
tol=0.01;               Το tol είναι η ακρίβεια.  
 
 
 
x(1)=0.0;               Η µικρότερη τιµή που παίρνει η ανεξάρτητη µεταβλητή.  
y1(1)=1.0;             Η 1η παράγωγος του y 
y2(1)=0.0;             H 2η παράγωγος του y 
x0=x(1); 
y0(1)=y1(1); 
y0(2)=y2(1); 
 
xend=7.0;            Η µεγαλύτερη τιµή που παίρνει η ανεξάρτητη µεταβλητή. 
 
m=1;                    Με το m επιλέγουµε ποια γραφική θα µας εµφανίσει.  
 
 
ΚΑΛΟΥΝΤΑΙ ΟΙ ΥΠΟΡΟΥΤΙΝΕΣ error1 ΚΑΙ rkfsys ΓΙΑ ΤΟΝ ΕΛΕΓΧΟ ΣΦΑΛΜΑΤΟΣ 

ΜΕΣΩ ΤΟΥ ΒΗΜΑΤΟΣ ΜΕΓΕΘΟΥΣ h ΚΑΙ ΕΥΡΕΣΗ ΕΠΟΜΕΝΟΥ ΣΗΜΕΙΟΥ 

ΑΝΤΙΣΤΟΙΧΑ. 

 
i=1;                                        
while (x0<xend)                        
   error=error1(y0,x0,h,N);           
     if (error>tol) 
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        h=h/2.0; 
     elseif (error<tol/100.0) 
        h=2.0*h; 
     else 
     y1(i+1)=rkfsys(y0,x0,h,N,1);         
     y2(i+1)=rkfsys(y0,x0,h,N,2);             
     x(i+1)=x(i)+h; 
 
     y0(1)=y1(i+1); 
     y0(2)=y2(i+1); 
     x0=x(i+1); 
     i=i+1; 
  end 
 
 end 
plot(x,y1,'r')        Γραφική απεικόνιση της συνήθης διαφορικής εξίσωσης ή 

του συστήµατος διαφορικών εξισώσεων 
keyboard 
 
 
ΠΑΙΡΝΟΥΜΕ ΤΟΥΛΑΧΙΣΤΟΝ 20 ΣΗΜΕΙΑ ΑΠΟ ΤΗ ΛΥΣΗ ΜΙΑΣ ∆ΙΑΦΟΡΙΚΗΣ 

ΕΞΙΣΩΣΗΣ Ή ΣΥΣΤΗΜΑ ∆ΙΑΦΟΡΙΚΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ ΣΤΟ ∆ΙΑΣΤΗΜΑ (Xmin, Xmax) 

ΓΙΑ ΤΗΝ  ΑΝΑΠΑΡΑΣΤΑΣΗ ΤΟΥΣ ΑΠΟ ΕΝΑ ΠΟΛΥΩΝΥΜΟ ΜΜ ΒΑΘΜΟΥ 

 
 
xmin=1.0;                 Είναι το αρχικό και το τελικό σηµείο που θέλουµε να    

κάνουµε 
xmax=6.0;                    την προσέγγιση στο πολυώνυµο 
 
 
ΕΥΡΕΣΗ ΟΛΩΝ ΤΩΝ ΣΗΜΕΙΩΝ ΠΟΥ ΒΡΙΣΚΟΝΤΑΙ ΣΤΟ ∆ΙΑΣΤΗΜΑ (Xmin, Xmax) 
 
NN=20;                    Ο µέγιστος αριθµός σηµείων που θέλουµε να 

εµφανιστούν στη γραφική παράσταση. 
 
MM=9;                      Ο βαθµός του πολυωνύµου  
 
jj=1; 
while (x(jj)<=xmin)  
   jj=jj+1; 
end 
jmin=jj-1; 
jj=1; 
while (x(jj)<xmax) 
   jj=jj+1; 
end 
jmax=jj; 
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NN1=jmax-jmin;       Βάλαµε µια µεταβλητή (NN1) για να δείχνει τον αριθµό 
των σηµείων που υπάρχουν στο διάστηµα. 

 
msgbox('In this interval there are contained the following number of 
points') 
disp(NN1)                Εµφάνιση των σηµείων που υπάρχουν στο δοθέν 

διάστηµα 
keyboard 
if (NN1<NN)       Κάνουµε έλεγχο εάν το ΝΝ1 είναι µικρότερο του ΝΝ τότε  
   jstep=1;              επιλέγονται όλα τα σηµεία. Αλλιώς χρησιµοποιούµε ένα   
else                        µεγαλύτερο βήµα (step) για την επιλογή των σηµείων . 
jstep=3;                  
end                         
 
 
kk=jmin; 
ii=1; 
while (kk<=jmax) 
   xin(ii)=x(kk); 
   yin(ii)=y1(kk); 
   kk=kk+jstep; 
   ii=ii+1; 
end 
 
tre3lu2(xin,yin,ii-1,MM,xmin,xmax)       Καλείται η υπορουτίνα tr3lu2 
 
 
 
ΥΠΟΡΟΥΤΙΝΑ  ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΥ ΕΠΟΜΕΝΟΥ ΒΗΜΑΤΟΣ 
 
 
function yendf=rkfsys(y0,x0,h,N,i)  
 
 
ΚΑΛΕΙΤΑΙ Η  ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ derivs ΠΟΥ ΠΕΡΙΕΧΕΙ ΤΟ ΣΕΤ ΤΩΝ ∆ΙΑΦΟΡΙΚΩΝ 

ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ ΠΟΥ ∆ΙΕΚΠΕΡΑΙΩΝΟΝΤΑΙ ΓΙΑ ΤΟ ΒΗΜΑ h. 

 

 
for j=1:N                                      Για τιµές του j από 1 έως Ν 
kp1(j)=h*derivs(y0,x0,j);            Υπολογισµός των εκτιµήσεων Κ(j) 
yend1(j)=y0(j)+kp1(j)/4.0;                                    Κ(1) 
end 
 
for j=1:N 
kp2(j)=h*derivs(yend1,x0+h/4.0,j);                     Κ(2) 
yend2(j)=y0(j)+(3.0*kp1(j)+9.0*kp2(j))/32.0; 
end 
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for j=1:N 
kp3(j)=h*derivs(yend2,x0+3.0*h/8.0,j);               Κ(3) 
yend3(j)=y0(j)+1932.0*kp1(j)/2197.0; 
yend3(j)=yend3(j)-7200.0*kp2(j)/2197.0; 
yend3(j)=yend3(j)+7296.0*kp3(j)/2197.0; 
end 
 
 
for j=1:N 
kp4(j)=h*derivs(yend3,x0+12.0*h/13.0,j);           Κ(4) 
yend4(j)=y0(j)+439.0*kp1(j)/216.0; 
yend4(j)=yend4(j)-8.0*kp2(j)/513.0; 
yend4(j)=yend4(j)+3680.0*kp3(j)/513.0; 
yend4(j)=yend4(j)-845.0*kp4(j)/4104.0; 
end 
 
for j=1:N 
kp5(j)=h*derivs(yend4,x0+h,j);                            Κ(5) 
yend5(j)=y0(j)-8.0*kp1(j)/27.0; 
yend5(j)=yend5(j)+2.0*kp2(j); 
yend5(j)=yend5(j)-3544.0*kp3(j)/2565.0; 
yend5(j)=yend5(j)+1859.0*kp4(j)/4104.0; 
yend5(j)=yend5(j)-11.0*kp5(j)/40.0; 
end 
 
for j=1:N 
kp6(j)=h*derivs(yend5,x0+h/2.0,j);                       Κ(6) 
end   
 
for j=1:N 
yend(j)=y0(j)+16.0*kp1(j)/135.0; 
yend(j)=yend(j)+6656.0*kp3(j)/12825.0; 
yend(j)=yend(j)+28561.0*kp4(j)/56430.0; 
yend(j)=yend(j)-9.0*kp5(j)/50.0; 
yend(j)=yend(j)+2.0*kp6(j)/55.0; 
end 
 
yendf=yend(i); 
 
 
 
ΥΠΟΡΟΥΤΙΝΑ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΥ ΣΦΑΛΜΑΤΟΣ 
 
 
function err=error1(y0,x0,h,N)     
 
sum=0.0;                              Αρχικοποιούµε το sum δίνοντάς το την τιµή 0.0 
err1=0.0;                               Αρχικοποιούµε το err1 δίνοντάς το την τιµή 0.0 
 
for j=1:N                                  Για τιµές του j από 1 έως Ν 
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kp1(j)=h*derivs(y0,x0,j);        Υπολογίζονται τα Κ(j)  
yend1(j)=y0(j)+kp1(j)/4.0;                                   Κ(1) 
end 
 
for j=1:N 
kp2(j)=h*derivs(yend1,x0+h/4.0,j);                     Κ(2) 
yend2(j)=y0(j)+(3.0*kp1(j)+9.0*kp2(j))/32.0; 
end 
for j=1:N 
kp3(j)=h*derivs(yend2,x0+3.0*h/8.0,j);               Κ(3) 
yend3(j)=y0(j)+1932.0*kp1(j)/2197.0; 
yend3(j)=yend3(j)-7200.0*kp2(j)/2197.0; 
yend3(j)=yend3(j)+7296.0*kp3(j)/2197.0; 
end 
 
for j=1:N 
kp4(j)=h*derivs(yend3,x0+12.0*h/13.0,j);            Κ(4) 
yend4(j)=y0(j)+439.0*kp1(j)/216.0; 
yend4(j)=yend4(j)-8.0*kp2(j)/513.0; 
yend4(j)=yend4(j)+3680.0*kp3(j)/513.0; 
yend4(j)=yend4(j)-845.0*kp4(j)/4104.0; 
end 
 
for j=1:N 
kp5(j)=h*derivs(yend4,x0+h,j);                            Κ(5) 
yend5(j)=y0(j)-8.0*kp1(j)/27.0; 
yend5(j)=yend5(j)+2.0*kp2(j); 
yend5(j)=yend5(j)-3544.0*kp3(j)/2565.0; 
yend5(j)=yend5(j)+1859.0*kp4(j)/4104.0; 
yend5(j)=yend5(j)-11.0*kp5(j)/40.0; 
end 
 
for j=1:N 
kp6(j)=h*derivs(yend5,x0+h/2.0,j);                       Κ(6) 
end 
 
 
for j=1:N 
sum1=0.0;                                    Υπολογίζουµε το άθροισµα sum1 που του 
sum1=sum1+kp1(j)/360.0;              δίνουµε αρχική τιµή 0.0. Το sum1 είναι το  
sum1=sum1-128.0*kp3(j)/4275.0;   σφάλµα το οποίο ισούται µε την διαφορά                              
sum1=sum1-2197.0*kp4(j)/75240.0;                                      ( )11 ++ − nn yy  
sum1=sum1+kp5(j)/50.0; 
sum1=sum1+2.0*kp6(j)/55.0; 
sum=abs(sum1);                    Βάζουµε την απόλυτη τιµή του sum1 στο sum 
if (err1<sum)                           Αν η τιµή του σφάλµατος είναι µικρότερη από  
  err1=sum;                                 το sum τότε η τιµή του sum γίνετε ίση µε του  
end                                              err1 
end 
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err=err1;                         Θέτουµε το err1 ίσο µε την έξοδο που µας δείχνει 

το σφάλµα,η οποία αντιστοιχεί  στο σύµβολο err. 
 
 
 
 
 
ΥΠΟΡΟΥΤΙΝΑ ΠΟΥ ∆ΗΛΩΝΟΝΤΑΙ ΟΙ ∆ΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 
 
function drv=derivs(y,x,j)             
 
 
 
∆ΗΛΩΝΟΥΜΕ ΤΙΣ ∆ΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΠΟΥ ΘΑ ΧΡΗΣΙΜΟΠΟΙΗΘΟΥΝ  

(ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ: ΑΡΜΟΝΙΚΟΣ ΤΑΛΑΝΤΩΤΗΣ ΜΕ ΤΡΙΒΗ) 

 
ff(1)=y(2); 
ff(2)=-1.0*y(2)-5.0*y(1); 
 
 
drv=ff(j);                              Η έξοδος παίρνει τις τιµές των ∆ιαφορικών 
   
 
 
ΥΠΟΡΟΥΤΙΝΑ ∆ΗΜΙΟΥΡΓΙΑΣ ΠΙΝΑΚΑ Α 
 
 
function pineis=amat(x,N,M) 
 
 
for i=1:N 
   xn(i)=1.0; 
end 
 
for i=1:M+1 
   pineis(i,1)=0.0; 
   for j=1:N 
      pineis(i,1)=pineis(i,1)+xn(j); 
      xn(j)=xn(j)*x(j); 
   end 
end 
 
for i=2:M+1 
   pineis(M+1,i)=0.0; 
   for j=1:N 
      pineis(M+1,i)=pineis(M+1,i)+xn(j); 
      xn(j)=xn(j)*x(j); 
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   end 
end 
 
for j=2:M+1 
   for i=1:M 
      pineis(i,j)=pineis(i+1,j-1); 
   end 
end 
 
 
ΥΠΟΡΟΥΤΙΝΑ ΠΟΥ ΠΑΡΑΓΕΙ ΤΟΝ ΠΙΝΑΚΑ LU 
 
 
function pin=ludcmp(a,N) 
 
flag=0; 
for i=1:N 
   for j=2:N 
      sum=0.0; 
      if (j<=i)  
         jm1=j-1; 
         for k=1:jm1 
            sum=sum+a(i,k)*a(k,j); 
         end 
         a(i,j)=a(i,j)-sum; 
      else 
         im1=i-1; 
         if (im1~=0)  
            for k=1:im1 
               sum=sum+a(i,k)*a(k,j); 
            end 
         end 
         if (abs(a(i,i))<1e-10)  
            flag=1; 
         else 
            a(i,j)=(a(i,j)-sum)/a(i,i); 
         end 
      end 
      if (flag==1) 
         msgbox('Almost Zero Diagonal Element')          
         keyboard 
         break; 
      end 
   end 
   if (flag==1) 
      msgbox('Almost Zero Diagonal Element')          
      keyboard 
      break; 
   end 
end 
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pin=a; 
 
    
ΥΠΟΡΟΥΤΙΝΑ ΕΠΙΛΥΣΗΣ ΤΟΥ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ ΓΙΑ ΤΗΝ ΕΞΑΓΩΓΗ ΤΩΝ 

ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΩΝ x ΤΟΥ ΠΟΛΥΩΝΥΜΟΥ 

 
function xunkn=solv(a,b,N) 
 
 
bint(1)=b(1)/a(1,1); 
for i=2:N 
   im1=i-1; 
   sum=0.0; 
   for k=1:im1 
      sum=sum+a(i,k)*bint(k); 
   end 
   bint(i)=(b(i)-sum)/a(i,i); 
end 
xunkn(N)=bint(N); 
for j=2:N 
   nmjp2=N-j+2; 
   nmjp1=N-j+1; 
   sum=0.0; 
   for k=nmjp2:N 
      sum=sum+a(nmjp1,k)*xunkn(k); 
   end 
   xunkn(nmjp1)=bint(nmjp1)-sum; 
end 
 
 
 
ΥΠΟΡΟΥΤΙΝΑ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΥ ΤΟΥ ΒΕΛΤΙΣΤΟΥ ΠΟΛΥΩΝΥΜΟΥ 
 
function exod=polion(aa,M,xmin,xmax,jj) 
 
 
hh=0.02; 
xx=xmin; 
j=1; 
while (xx<=xmax) 
   yy=0; 
   xn=1.0; 
   for i=1:M+1 
      yy=yy+aa(i)*xn; 
      xn=xn*xx; 
   end 
   x2(j)=xx; 
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   y2(j)=yy; 
   xx=xx+hh; 
   j=j+1; 
end 
if (jj==1)  
   exod=x2; 
elseif (jj==2) 
   exod=y2; 
else 
end 
 
 
ΥΠΟΡΟΥΤΙΝΑ Η ΟΠΟΙΑ ΚΑΛΕΙ ΤΙΣ ΟΛΕΣ ΤΙΣ ΠΡΟΗΓΟΥΜΕΝΕΣ 
 
      
function exod=tre3lu2(x,y,N,M,xmin,xmax) 
 
 
ΜΕΣΩ ΤΗΣ ΥΠΟΡΟΥΤΙΝΑΣ tr3lu2 ΕΚΤΕΛΟΥΝΤΑΙ ΟΛΕΣ ΟΙ ΥΠΟΡΟΥΤΙΝΕΣ ΠΟΥ 

ΕΧΟΥΝ ∆ΟΜΗΘΕΙ ΣΤΟΝ ΚΩ∆ΙΚΑ. 

 
a1=amat(x,N,M);            Καλείται η υπορουτίνα amat 
 
msgbox('The matrix A multiplying the polynomial coefficients. Type 
"return" and press ENTER') 
disp(a1)                          Εξαγωγή του πίνακα Α ο οποίος πολλαπλασιάζεται 

µε τους συντελεστές του πολυωνύµου  
keyboard 
 
 
for i=1:N 
    xn(i)=1.0; 
end 
 
 
for i=1:M+1 
   b(i)=0.0; 
   for j=1:N 
      b(i)=b(i)+y(j)*xn(j); 
      xn(j)=xn(j)*x(j); 
   end 
end 
msgbox('The column b, inhomogeneous term ') 
disp(b)                              Εξάγεται η στήλη b 
keyboard 
 
 
a=ludcmp(a1,M+1);          Καλείται η υπορουτίνα ludcmp 
msgbox('The matrix A, LU-decomposed') 
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disp(a)                               Εξάγεται ο πίνακας LU 
keyboard 
 
 
x1=solv(a,b,M+1);             Καλείται η υπορουτίνα solv 
msgbox('The solution a, for the polynomial coefficients') 
disp(x1)                            Εξάγονται οι τιµές x που είναι οι συντελεστές του 

πολυωνύµου 
keyboard 
 
 
 
beta=0.0; 
for np=1:N 
   suma=0.0; 
   for jj=1:M 
      kk=M-jj+2; 
      suma=(suma+x1(kk))*x(np); 
   end 
   suma=suma+x1(1); 
   beta=beta+(y(np)-suma)*(y(np)-suma); 
end 
beta=beta/(N-M+1); 
msgbox('The index "sigma2" is') 
disp(beta)                           Εξάγει το σφάλµα 
keyboard 
 
 
x3=polion(x1,M,xmin,xmax,1); 
y3=polion(x1,M,xmin,xmax,2); 
 
 
exod=plot(x,y,'r*:',x3,y3,'b')        Γραφική αναπαράσταση του βέλτιστου 

πολυωνύµου 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5Ο  
 
 

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ – ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ 
 

Παρακάτω παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα της ολοκλήρωσης και οι  

γραφικές παραστάσεις τυχαία επιλεγµένων  ∆ιαφορικών Εξισώσεων όπως 

αυτά εξάγονται από το πρόγραµµα. Εδώ µε X0 , Xend , συµβολίζουµε το 

αρχικό και τελικό σηµείο ( της ανεξάρτητης µεταβλητής ) για την ολοκλήρωση 

και µε  Χ min , X max τα όρια του διαστήµατος της λύσης στο οποίο την 

προσεγγίζουµε µε το βέλτιστο πολυώνυµο. 

 
 

5.1 ∆ΙΑΦΟΡΙΚΗ ΕΞΙΣΩΣΗ: 05 =+′+′′ yyy   

                                                      (ΑΡΜΟΝΙΚΟΣ ΤΑΛΑΝΤΩΤΗΣ ΜΕ ΤΡΙΒΗ) 
 
Αρχικές συνθήκες:  
 
ΑΡΧΙΚΟ ΣΗΜΕΙΟ               :  χ 0         =  0 

ΤΕΛΙΚΟ ΣΗΜΕΙΟ               :  χ end      =  9 

1Η  ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ  ΤΟΥ y    :  y1(x0)  =  1      

2Η  ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ  ΤΟΥ y    :  y2(x0)  =  0                            
ΒΗΜΑ                                 :  (h)       =  0.1 

ΚΑΤΩΤΕΡΟ ΟΡΙΟ              :  χ min      = 1 

ΑΝΩΤΕΡΟ ΟΡΙΟ                :  χ max     =  6 

 
 
Αποτελέσµατα:  
 
In this interval there are contained the following number of points: 
Στο δοθέν διάστηµα υπάρχουν τα ακόλουθα σηµεία: 
102 
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ΓΡΑΦΙΚΗ: 
 

 
 

 

The matrix A multiplying the polynomial coefficients:  
Ο πίνακας Α που πολλαπλασιάζεται µε τον πίνακα των συντελεστών του 
πολυωνύµου: 
 

1.0e+016 * 

  

 Columns 1 through 8  

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0002 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0002    0.0009 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0002    0.0009    0.0054 
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  Columns 9 through 11  

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0002 

    0.0000    0.0002    0.0009 

    0.0002    0.0009    0.0054 

    0.0009    0.0054    0.0314 

    0.0054    0.0314    0.1823 

    0.0314    0.1823    1.0626 

 
 

The column b, inhomogeneous term: 
Η στήλη b του ανοµοιογενούς όρου: 
 

1.0e+007 * 
 
  Columns 1 through 8  
 
   -0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0002    0.0010    0.0057    0.0339 
 
  Columns 9 through 11  
 
    0.1988    1.1568    6.6963 
 
 
 

The matrix A, L-U decomposed: 
Ο πίνακας Α, που έχει διασπαστεί κατά L-U: 
 

1.0e+008 * 
  Columns 1 through 8  

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0001    0.0005 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0001    0.0004 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0002 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0001 

    0.0001    0.0002    0.0001    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0006    0.0010    0.0008    0.0003    0.0001    0.0000    0.0000    0.0000 
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    0.0031    0.0057    0.0050    0.0026    0.0009    0.0002    0.0000    0.0000 

    0.0165    0.0320    0.0304    0.0188    0.0077    0.0020    0.0003    0.0000 

    0.0897    0.1803    0.1839    0.1270    0.0615    0.0206    0.0046    0.0006 

    0.4943    1.0209    1.1010    0.8296    0.4554    0.1817    0.0513    0.0097 

    2.7510    5.8087    6.5530    5.2953    3.2082    1.4633    0.4952    0.1204 

 
 

  Columns 9 through 11  

    0.0026    0.0141    0.0786 

    0.0022    0.0127    0.0723 

    0.0013    0.0075    0.0445 

    0.0005    0.0032    0.0205 

    0.0001    0.0010    0.0072 

    0.0000    0.0002    0.0019 

    0.0000    0.0000    0.0004 

    0.0000    0.0000    0.0001 

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0011    0.0001    0.0000 

    0.0198    0.0020    0.0001 

 
 

The solution a, for the polynomial coefficients: 
Η λύση a, για τους συντελεστές του πολυωνύµου: 
 
Columns 1 through 8  
 
    9.0188  -36.2853   69.3375  -80.0917   56.3964  -24.4191    6.5937   -1.1092 
 
  Columns 9 through 11  
 
    0.1126   -0.0063    0.0001 
 

932
10 0001.0....0917.803375.692853.360188.9...)( xxxxxaxaaxP n

n ++−+−=+++=
 

 
The index “sigma2” is: 
Η τιµή του σφάλµατος “sigma2”  είναι : 
 
  2.6123e-006 
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5.2 ∆ΙΑΦΟΡΙΚΗ ΕΞΙΣΩΣΗ 0=+
′

−′′
x
y

x
yy  

 
 
 
Αρχικές συνθήκες:  
 
 

ΑΡΧΙΚΟ ΣΗΜΕΙΟ               :  χ0         =  1 

ΤΕΛΙΚΟ ΣΗΜΕΙΟ               :  χend      =  7 

1Η  ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ  ΤΟΥ y     :  y1(x0)  = 1 

2Η  ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ  ΤΟΥ y     :  y2(x0)  = 0 

ΒΗΜΑ                                : (h)       = 0.1 
ΚΑΤΩΤΕΡΟ ΟΡΙΟ               :  χ min      = 1 

ΑΝΩΤΕΡΟ ΟΡΙΟ                 :  χ max     =  6 
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Αποτελέσµατα: 
 
In this interval there are contained the following number of points: 
Στο δοθέν διάστηµα υπάρχουν τα ακόλουθα σηµεία: 
 
51 
 
 
ΓΡΑΦΙΚΗ: 
 

 
 
 
The matrix A multiplying the polynomial coefficients: 
Ο πίνακας Α που πολλαπλασιάζεται µε τον πίνακα των συντελεστών του 
πολυωνύµου: 
 
 

1.0e+015 * 
  Columns 1 through 8  

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 
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    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0002 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0002    0.0011 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0002    0.0011    0.0065 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0002    0.0011    0.0065    0.0381 

 

  Columns 9 through 11  

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0002 

    0.0000    0.0002    0.0011 

    0.0002    0.0011    0.0065 

    0.0011    0.0065    0.0381 

    0.0065    0.0381    0.2247 

    0.0381    0.2247    1.3294 

    0.2247    1.3294    7.8828 

 
 

 The column b, inhomogeneous term: 
 Η στήλη b του ανοµοιογενούς όρου: 
 

1.0e+008 * 
 
  Columns 1 through 8  
 
   -0.0000   -0.0000   -0.0000   -0.0000   -0.0002   -0.0013   -0.0073   -0.0412 
 
  Columns 9 through 11  
 
   -0.2339   -1.3360   -7.6817 
 

 

The matrix A, L-U decomposed: 
Ο πίνακας Α, που έχει διασπαστεί κατά L-U: 
 
 

1.0e+008 * 
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 Columns 1 through 8  

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0001    0.0005 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0001    0.0004 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0002 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0001 

    0.0001    0.0001    0.0001    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0003    0.0006    0.0005    0.0002    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0018    0.0034    0.0030    0.0016    0.0005    0.0001    0.0000    0.0000 

    0.0096    0.0193    0.0188    0.0118    0.0048    0.0013    0.0002    0.0000 

    0.0535    0.1105    0.1154    0.0808    0.0392    0.0129    0.0027    0.0003 

    0.3006    0.6375    0.7026    0.5363    0.2942    0.1150    0.0310    0.0054 

    1.7044    3.6936    4.2543    3.4783    2.1031    0.9391    0.3032    0.0680 

 

    Columns 9 through 11  

    0.0030    0.0167    0.0947 

    0.0025    0.0146    0.0847 

    0.0014    0.0084    0.0508 

    0.0005    0.0035    0.0228 

    0.0001    0.0011    0.0078 

    0.0000    0.0003    0.0021 

    0.0000    0.0000    0.0004 

    0.0000    0.0000    0.0001 

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0005    0.0000    0.0000 

    0.0099    0.0008    0.0000 

 

 

The solution a, for the polynomial coefficients: 
Η λύση a, για τους συντελεστές του πολυωνύµου: 
 

Columns 1 through 8  
 
    0.5392    0.6235    0.0680   -0.3136    0.0975   -0.0162    0.0018   -0.0001 
 
  Columns 9 through 11  
 
   -0.0000    0.0000   -0.0000 
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932
10 0000.0....3136.00680.06235.05392.0...)( xxxxxaxaaxP n

n −+−++=+++=
 

 

The index “sigma2” is: 
Η τιµή του σφάλµατος “sigma2”  είναι : 
 
 
  2.6191e-012 

 
 
 
 
 
 

5.3 ∆ΙΑΦΟΡΙΚΗ ΕΞΙΣΩΣΗ 0)cos()sin( =+′−′′ yxyxy  
 
 
 
Αρχικές συνθήκες:  
 
 
ΑΡΧΙΚΟ ΣΗΜΕΙΟ              :  χ0            = 0 

ΤΕΛΙΚΟ ΣΗΜΕΙΟ              :  χend        = 7 

1Η  ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ  ΤΟΥ y    :  y1(x0)   = 1 
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2Η  ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ  ΤΟΥ y    :  y2(x0)   = 0 

ΒΗΜΑ                              :  (h)         =  0.1 
ΚΑΤΩΤΕΡΟ ΟΡΙΟ              :  χ min      = 1 

ΑΝΩΤΕΡΟ ΟΡΙΟ                :  χ max     =  6 

 

 
Αποτελέσµατα: 
 
 
In this interval there are contained the following number of points: 
Στο δοθέν διάστηµα υπάρχουν τα ακόλουθα σηµεία: 
 
64 
 
 
 
ΓΡΑΦΙΚΗ: 
 

 
 
 
The matrix A multiplying the polynomial coefficients: 
Ο πίνακας Α που πολλαπλασιάζεται µε τον πίνακα των συντελεστών του 
πολυωνύµου:  

1.0e+015 * 
 

- 42 - 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5Ο 
 
 

 Columns 1 through 8  

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0002 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0002    0.0014 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0002    0.0014    0.0081 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0002    0.0014    0.0081    0.0464 

 

  Columns 9 through 11  

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0002 

    0.0000    0.0002    0.0014 

    0.0002    0.0014    0.0081 

    0.0014    0.0081    0.0464 

    0.0081    0.0464    0.2673 

    0.0464    0.2673    1.5427 

    0.2673    1.5427    8.9227 

 

The column b, inhomogeneous term: 
Η στήλη b του ανοµοιογενούς όρου: 
 

1.0e+009 * 
 
 
  Columns 1 through 8  
 
   -0.0000   -0.0000   -0.0000   -0.0000   -0.0002   -0.0009   -0.0051   -0.0278 
 
  Columns 9 through 11  
 
   -0.1532   -0.8499   -4.7423 
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The matrix A, L-U decomposed: 
Ο πίνακας Α, που έχει διασπαστεί κατά L-U: 
 

1.0e+008 * 
 
    Columns 1 through 8  

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0001    0.0007 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0001    0.0004 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0002 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0001 

    0.0001    0.0001    0.0001    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0005    0.0007    0.0005    0.0002    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0027    0.0042    0.0031    0.0017    0.0005    0.0001    0.0000    0.0000 

    0.0144    0.0234    0.0190    0.0120    0.0047    0.0011    0.0002    0.0000 

    0.0792    0.1319    0.1156    0.0815    0.0373    0.0116    0.0025    0.0003 

    0.4377    0.7469    0.6945    0.5353    0.2770    0.1022    0.0281    0.0049 

    2.4382    4.2442    4.1442    3.4303    1.9547    0.8258    0.2725    0.0606 

 

    Columns 9 through 11  

    0.0036    0.0199    0.1108 

    0.0025    0.0139    0.0791 

    0.0013    0.0079    0.0473 

    0.0005    0.0034    0.0217 

    0.0001    0.0010    0.0074 

    0.0000    0.0002    0.0020 

    0.0000    0.0000    0.0004 

    0.0000    0.0000    0.0001 

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0005    0.0000    0.0000 

    0.0089    0.0008   -0.0000 

 

The solution a, for the polynomial coefficients: 
Η λύση a, για τους συντελεστές του πολυωνύµου: 
 
Columns 1 through 8  
 
    6.2795  -21.4923   37.7392  -38.5217   24.6137  -10.4979    3.0481   -0.5995 
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  Columns 9 through 11  
 
    0.0763   -0.0056    0.0002 
 

932
10 0002.0....5217.387392.374923.212795.6...)( xxxxxaxaaxP n

n ++−+−=+++=
 

 

The index “sigma2” is: 
Η τιµή του σφάλµατος “sigma2”  είναι : 
 
 
6.5072e-005 

 
 

5.4 ∆ΙΑΦΟΡΙΚΗ ΕΞΙΣΩΣΗ 0=−+′−′′ xyyy  
 
Αρχικές συνθήκες:  
 
ΑΡΧΙΚΟ ΣΗΜΕΙΟ                : χ0           = 1 

ΤΕΛΙΚΟ ΣΗΜΕΙΟ               : χend          =  7 

1Η  ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ  ΤΟΥ y     :  y1(x0)  = 0 

2Η  ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ  ΤΟΥ y     :  y2(x0)  = 0 
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ΒΗΜΑ                                 : (h)       =  0.1 
ΚΑΤΩΤΕΡΟ ΟΡΙΟ               :  χ min       = 1 

ΑΝΩΤΕΡΟ ΟΡΙΟ                 :  χ max      =  6 

 
 
Αποτελέσµατα: 
 
In this interval there are contained the following number of points: 
Στο δοθέν διάστηµα υπάρχουν τα ακόλουθα σηµεία: 
 
81 
 
ΓΡΑΦΙΚΗ: 
 

 
 

The matrix A multiplying the polynomial coefficients: 
Ο πίνακας Α που πολλαπλασιάζεται µε τον πίνακα των συντελεστών του 
πολυωνύµου: 

1.0e+016 * 

    Columns 1 through 8  

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 
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    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0002 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0002    0.0013 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0002    0.0013    0.0075 

 

    Columns 9 through 11  

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0002 

    0.0000    0.0002    0.0013 

    0.0002    0.0013    0.0075 

    0.0013    0.0075    0.0432 

    0.0075    0.0432    0.2501 

    0.0432    0.2501    1.4495 

 

 

The column b, inhomogeneous term: 
Η στήλη b του ανοµοιογενούς όρου: 
 

1.0e+010 * 
 
  Columns 1 through 8  
 
    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0002    0.0011    0.0063 
 
  Columns 9 through 11  
 
    0.0355    0.1999    1.1317 
 
 
 

The matrix A, L-U decomposed: 
Ο πίνακας Α, που έχει διασπαστεί κατά L-U: 
 

1.0e+008 * 
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  Columns 1 through 8  

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0001    0.0008 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0001    0.0005 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0002 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0001 

    0.0001    0.0002    0.0001    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0007    0.0010    0.0007    0.0002    0.0001    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0040    0.0054    0.0043    0.0020    0.0006    0.0001    0.0000    0.0000 

    0.0217    0.0309    0.0268    0.0141    0.0054    0.0014    0.0002    0.0000 

    0.1203    0.1767    0.1639    0.0959    0.0434    0.0141    0.0029    0.0004 

    0.6711    1.0112    0.9894    0.6290    0.3232    0.1251    0.0332    0.0059 

    3.7693    5.7994    5.9233    4.0265    2.2907    1.0137    0.3233    0.0733 

 

  Columns 9 through 11  

    0.0043    0.0240    0.1346 

    0.0028    0.0159    0.0911 

    0.0014    0.0086    0.0518 

    0.0005    0.0034    0.0217 

    0.0001    0.0011    0.0076 

    0.0000    0.0002    0.0020 

    0.0000    0.0000    0.0004 

    0.0000    0.0000    0.0001 

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0006    0.0000    0.0000 

    0.0106    0.0009    0.0000 

 
The solution a, for the polynomial coefficients: 
Η λύση a, για τους συντελεστές του πολυωνύµου: 
 
 

1.0e+003 * 
 
  Columns 1 through 8  
 
    0.2333   -0.9294    1.5844   -1.5255    0.9211   -0.3655    0.0968   -0.0170 
 
  Columns 9 through 11  
 
    0.0019   -0.0001    0.0000 
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932
10 0004.0....4942.253214.288156.178315.4...)( xxxxxaxaaxP n

n ++−+−=+++=
 
 
 

The index “sigma2” is: 
Η τιµή του σφάλµατος “sigma2”  είναι : 
 
    0.0013 

 
 

5.5 ∆ΙΑΦΟΡΙΚΗ ΕΞΙΣΩΣΗ 0)sin( =−′′ y
x

xy  

 
Αρχικές συνθήκες:  
 
ΑΡΧΙΚΟ ΣΗΜΕΙΟ            :  χ0           = 1 

ΤΕΛΙΚΟ ΣΗΜΕΙΟ            :  χend       = 7 

1Η  ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ  ΤΟΥ y  :  y1(x0)  =1 

2Η  ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ  ΤΟΥ y  :  y2(x0)  =0 

ΒΗΜΑ                               :  (h)       =  0.1 
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ΚΑΤΩΤΕΡΟ ΟΡΙΟ            :  χ min      = 1 

ΑΝΩΤΕΡΟ ΟΡΙΟ              :  χ max     =  6 

 
Αποτελέσµατα: 
 
 
In this interval there are contained the following number of points: 
Στο δοθέν διάστηµα υπάρχουν τα ακόλουθα σηµεία: 
 
36 
 
ΓΡΑΦΙΚΗ: 
 

 
 
 

The matrix A multiplying the polynomial coefficients.: 
Ο πίνακας Α που πολλαπλασιάζεται µε τον πίνακα των συντελεστών του 
πολυωνύµου: 
 
 

1.0e+015 * 
 

  Columns 1 through 8  
 
    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 
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    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0001 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0001    0.0008 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0001    0.0008    0.0045 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0001    0.0008    0.0045    0.0269 

 
 
    Columns 9 through 11  
 
    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0001 

    0.0000    0.0001    0.0008 

    0.0001    0.0008    0.0045 

    0.0008    0.0045    0.0269 

    0.0045    0.0269    0.1609 

    0.0269    0.1609    0.9650 

    0.1609    0.9650    5.7987 

 
 

The column b, inhomogeneous term: 
Η στήλη b του ανοµοιογενούς όρου: 
 

1.0e+008 * 
 
 
 Columns 1 through 8  
 
    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0001    0.0007    0.0038    0.0213 
 
  Columns 9 through 11  
 
    0.1206    0.6911    3.9948 
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The matrix A, L-U decomposed: 
Ο πίνακας Α, που έχει διασπαστεί κατά L-U: 
 

1.0e+008 * 
 
  Columns 1 through 8  
 
    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0001    0.0004 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0001    0.0004 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0002 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0001 

    0.0000    0.0001    0.0001    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0002    0.0004    0.0003    0.0002    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0010    0.0025    0.0022    0.0013    0.0004    0.0001    0.0000    0.0000 

    0.0058    0.0144    0.0138    0.0092    0.0035    0.0009    0.0001    0.0000 

    0.0325    0.0837    0.0852    0.0635    0.0284    0.0092    0.0016    0.0002 

    0.1860    0.4888    0.5230    0.4226    0.2123    0.0809    0.0179    0.0027 

    1.0741    2.8706    3.1936    2.7513    1.5142    0.6540    0.1723    0.0325 

  
 Columns 9 through 11  
 
    0.0025    0.0143    0.0826 

    0.0026    0.0151    0.0887 

    0.0013    0.0083    0.0505 

    0.0005    0.0035    0.0227 

    0.0001    0.0011    0.0076 

    0.0000    0.0002    0.0019 

    0.0000    0.0000    0.0004 

    0.0000    0.0000    0.0001 

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0002    0.0000    0.0000 

    0.0031    0.0002    0.0000 

 
The solution a, for the polynomial coefficients: 
Η λύση a, για τους συντελεστές του πολυωνύµου: 
 
 
Columns 1 through 8  
 
    2.1409   -2.9615    3.0027   -1.5616    0.3308    0.1319   -0.1129    0.0349 
 

- 52 - 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5Ο 
 
 

  Columns 9 through 11  
 
   -0.0057    0.0005   -0.0000 
 

932
10 0000.0....5616.10027.39615.21409.2...)( xxxxxaxaaxP n

n −+−+−=+++=
 
 
The index “sigma2” is: 
Η τιµή του σφάλµατος “sigma2”  είναι : 
 
 
  4.5491e-008 

 

 
 

 

5.6 ∆ΙΑΦΟΡΙΚΗ ΕΞΙΣΩΣΗ 0)01.01()01.01( =+++−′′ yxyxy  

 
 
Αρχικές συνθήκες:  
 
ΑΡΧΙΚΟ ΣΗΜΕΙΟ           :    χ0           =  0 

ΤΕΛΙΚΟ ΣΗΜΕΙΟ           :    χend        =  7 

1Η  ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ  ΤΟΥ y :    y1(x0)  = 1 

2Η  ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ  ΤΟΥ y :    y2(x0)  = 0 
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ΒΗΜΑ                              :   (h)       =  0.1 
ΚΑΤΩΤΕΡΟ ΟΡΙΟ           :  χ min      = 1 

ΑΝΩΤΕΡΟ ΟΡΙΟ             :  χ max     =  6 

 
 
Αποτελέσµατα:  
 
 
In this interval there are contained the following number of points: 
Στο δοθέν διάστηµα υπάρχουν τα ακόλουθα σηµεία: 
 
80 
 
 
ΓΡΑΦΙΚΗ: 
 

 
 

 

The matrix A multiplying the polynomial coefficients.: 
Ο πίνακας Α που πολλαπλασιάζεται µε τον πίνακα των συντελεστών του 
πολυωνύµου: 
 

1.0e+015 * 
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  Columns 1 through 8  

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0002 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0002    0.0012 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0002    0.0012    0.0071 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0002    0.0012    0.0071    0.0402 

 
   

  Columns 9 through 11  

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0002 

    0.0000    0.0002    0.0012 

    0.0002    0.0012    0.0071 

    0.0012    0.0071    0.0402 

    0.0071    0.0402    0.2294 

    0.0402    0.2294    1.3115 

    0.2294    1.3115    7.5176 

 
 

The column b, inhomogeneous term: 
Η στήλη b του ανοµοιογενούς όρου: 
 

1.0e+009 * 
 
  Columns 1 through 8  
 
   -0.0000   -0.0000   -0.0000   -0.0000   -0.0000    0.0000    0.0004    0.0036 
 
  Columns 9 through 11  
 
    0.0253    0.1678    1.0715 
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The matrix A, L-U decomposed: 
Ο πίνακας Α, που έχει διασπαστεί κατά L-U: 
 

1.0e+008 * 

  Columns 1 through 8  

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0001    0.0005 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0001    0.0004 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0002 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0001 

    0.0001    0.0001    0.0001    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0005    0.0007    0.0006    0.0002    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0027    0.0039    0.0035    0.0017    0.0005    0.0001    0.0000    0.0000 

    0.0144    0.0218    0.0216    0.0119    0.0049    0.0012    0.0002    0.0000 

    0.0773    0.1220    0.1297    0.0798    0.0386    0.0118    0.0025    0.0003 

    0.4190    0.6836    0.7685    0.5180    0.2834    0.1035    0.0278    0.0048 

    2.2944    3.8459    4.5230    3.2804    1.9797    0.8288    0.2664    0.0590 

 

  Columns 9 through 11  

    0.0029    0.0155    0.0850 

    0.0023    0.0128    0.0723 

    0.0012    0.0074    0.0436 

    0.0005    0.0032    0.0202 

    0.0001    0.0010    0.0070 

    0.0000    0.0002    0.0019 

    0.0000    0.0000    0.0004 

    0.0000    0.0000    0.0001 

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0005    0.0000    0.0000 

    0.0086    0.0008    0.0000 

 

The solution a, for the polynomial coefficients: 
Η λύση a, για τους συντελεστές του πολυωνύµου: 
 
Columns 1 through 8  
 
   25.7353 -100.8479  176.1929 -174.4411  107.7321  -43.6771   11.7897   -2.0984 
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  Columns 9 through 11  
 
    0.2367   -0.0153    0.0004 
 
 

932
10 0004.0....4411.1741929.1768479.1007353.25...)( xxxxxaxaaxP n

n ++−+−=+++=
 
 
The index “sigma2” is: 
Η τιµή του σφάλµατος “sigma2”  είναι : 
 
  1.2783e-005 
 

 
 

 

5.7 ∆ΙΑΦΟΡΙΚΗ ΕΞΙΣΩΣΗ Bessel: ( ) 0222 =−+′+′′ ynxyxyx  

                                                                     (ΤΑΞΕΩΣ n=0) 
 
Αρχικές συνθήκες:  
 
ΑΡΧΙΚΟ ΣΗΜΕΙΟ                     :   χ0                =  0.01 

ΤΕΛΙΚΟ ΣΗΜΕΙΟ                     :   χend            =  10 
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1Η  ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ  ΤΟΥ y          :   0.1)0( =xy  

2Η  ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ  ΤΟΥ y          :  0.0)0( =′ xy  

ΒΗΜΑ                                       :   (h)           =  0.01 

ΑΚΡΙΒΕΙΑ                                 :  (tol)         =  0.01 

ΒΑΘΜΟΣ ΠΟΛΥΩΝΥΜΟΥ      :  MM          = 10 

ΕΛΑΧΙΣΤΗ ΤΙΜΗ                    :  xmin        =  1.0 

ΜΕΓΙΣΤΗ ΤΙΜΗ                    :  xmax       =  5.0 

ΒΗΜΑ ΕΠΙΛΟΓΗΣ ΣΗΜΕΙΩΝ  :  jstep       =   3 
ΑΠΟ ΤΟ ΣΥΝΟΛΟ ΤΗΣ ΛΥΣΗΣ  

ΣΤΟ ΕΠΙΛΕΓΜΕΝΟ ∆ΙΑΣΤΗΜΑ 

 
 
Αποτελέσµατα: 
 
 
In this interval there are contained the following number of points: 
Στο δοθέν διάστηµα υπάρχουν τα ακόλουθα σηµεία: 
 
41 
 
ΓΡΑΦΙΚΗ: 
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The matrix A multiplying the polynomial coefficients: 
Ο πίνακας Α που πολλαπλασιάζεται µε τον πίνακα των συντελεστών του 
πολυωνύµου: 
 
 

1.0e+013 * 
  Columns 1 through 8  

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0001 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0001    0.0006 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0001    0.0006    0.0027 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0001    0.0006    0.0027    0.0125 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0001    0.0006    0.0027    0.0125    0.0584 

 
 
  Columns 9 through 11  

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0001 

    0.0000    0.0001    0.0006 

    0.0001    0.0006    0.0027 

    0.0006    0.0027    0.0125 

    0.0027    0.0125    0.0584 

    0.0125    0.0584    0.2727 

    0.0584    0.2727    1.2777 

    0.2727    1.2777    5.9992 

 
 
The column b, inhomogeneous term: 
Η στήλη b του ανοµοιογενούς όρου: 
 
 

1.0e+006 * 
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  Columns 1 through 8  
 
   -0.0000   -0.0000   -0.0000   -0.0002   -0.0008   -0.0034   -0.0142   -0.0600 
 
  Columns 9 through 11  
 
   -0.2578   -1.1198   -4.9153 
 
 

The matrix A, L-U decomposed: 
Ο πίνακας Α, που έχει διασπαστεί κατά L-U: 
 
 

1.0e+007 * 
 
  Columns 1 through 8  

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0001    0.0002    0.0011 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0001    0.0003    0.0011 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0001    0.0007 

    0.0001    0.0001    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0001    0.0003 

    0.0002    0.0003    0.0001    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0001 

    0.0008    0.0011    0.0007    0.0002    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0035    0.0051    0.0035    0.0014    0.0003    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0151    0.0233    0.0172    0.0081    0.0024    0.0005    0.0000    0.0000 

    0.0666    0.1059    0.0842    0.0443    0.0158    0.0037    0.0005    0.0000 

    0.2963    0.4846    0.4072    0.2335    0.0944    0.0265    0.0050    0.0006 

    1.3320    2.2263    1.9562    1.2026    0.5366    0.1726    0.0389    0.0058 

 

  Columns 9 through 11  

    0.0048    0.0212    0.0951 

    0.0052    0.0237    0.1087 

    0.0036    0.0173    0.0829 

    0.0017    0.0091    0.0471 

    0.0006    0.0036    0.0204 

    0.0001    0.0010    0.0068 

    0.0000    0.0002    0.0017 

    0.0000    0.0000    0.0003 

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0005    0.0000   -0.0000 
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The solution a, for the polynomial coefficients: 
Η λύση a, για τους συντελεστές του πολυωνύµου: 
 
 
Columns 1 through 8  
 
    0.9992    0.0338   -0.2793    0.0091   -0.0015    0.0088   -0.0027    0.0004 
 
  Columns 9 through 11  
 
   -0.0001    0.0000   -0.0000 
 

932
10 0000.0....0091.02793.00338.09992.0...)( xxxxxaxaaxP n

n −++−+=+++=
 
 

The index “sigma2” is: 
Η τιµή του σφάλµατος “sigma2”  είναι : 
 
 
  4.6642e-014  
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5.8 ∆ΙΑΦΟΡΙΚΗ ΕΞΙΣΩΣΗ Bessel: ( ) 0222 =−+′+′′ ynxyxyx  

                                                                     (ΤΑΞΕΩΣ n=1) 
Αρχικές συνθήκες:  
 
ΑΡΧΙΚΟ ΣΗΜΕΙΟ                     :   χ0                =  0.05 

ΤΕΛΙΚΟ ΣΗΜΕΙΟ                     :   χend            =  10 
1Η  ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ  ΤΟΥ y          :   0.0)0( =xy  

2Η  ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ  ΤΟΥ y          :  5.0)0( =′ xy  

ΒΗΜΑ                                       :   (h)           =  0.01 

ΑΚΡΙΒΕΙΑ                                 :  (tol)         =  0.001 

ΒΑΘΜΟΣ ΠΟΛΥΩΝΥΜΟΥ      :  MM          = 10 

ΕΛΑΧΙΣΤΗ ΤΙΜΗ                    :  xmin        =  1.0 

ΜΕΓΙΣΤΗ ΤΙΜΗ                    :  xmax       =  5.0 

ΒΗΜΑ ΕΠΙΛΟΓΗΣ ΣΗΜΕΙΩΝ  :  jstep       =   3 
ΑΠΟ ΤΟ ΣΥΝΟΛΟ ΤΗΣ ΛΥΣΗΣ  

ΣΤΟ ΕΠΙΛΕΓΜΕΝΟ ∆ΙΑΣΤΗΜΑ 

 
Αποτελέσµατα: 
 
In this interval there are contained the following number of points: 
Στο δοθέν διάστηµα υπάρχουν τα ακόλουθα σηµεία: 
 
101 
 
ΓΡΑΦΙΚΗ: 
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The matrix A multiplying the polynomial coefficients: 
Ο πίνακας Α που πολλαπλασιάζεται µε τον πίνακα των συντελεστών του 
πολυωνύµου: 
 

1.0e+014 * 

  Columns 1 through 8  

 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0002 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0002    0.0008 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0002    0.0008    0.0037 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0002    0.0008    0.0037    0.0172 

 

  Columns 9 through 11  

 

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0002 

    0.0000    0.0002    0.0008 

    0.0002    0.0008    0.0037 

    0.0008    0.0037    0.0172 

    0.0037    0.0172    0.0814 

    0.0172    0.0814    0.3860 

    0.0814    0.3860    1.8343 

 
The column b, inhomogeneous term: 
Η στήλη b του ανοµοιογενούς όρου: 
 

1.0e+006 * 
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  Columns 1 through 8  
 
    0.0000    0.0000   -0.0000   -0.0001   -0.0003   -0.0019   -0.0095   -0.0464 
 
  Columns 9 through 11  
 
   -0.2228   -1.0623   -5.0477 
 
The matrix A, L-U decomposed: 
Ο πίνακας Α, που έχει διασπαστεί κατά L-U: 
 
 
1.0e+007 * 

 

  Columns 1 through 8  

 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0001    0.0003    0.0012 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0001    0.0003    0.0013 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0002    0.0008 

    0.0001    0.0001    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0001    0.0004 

    0.0005    0.0006    0.0003    0.0001    0.0000    0.0000    0.0000    0.0001 

    0.0022    0.0029    0.0016    0.0005    0.0001    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0092    0.0130    0.0085    0.0033    0.0008    0.0001    0.0000    0.0000 

    0.0403    0.0598    0.0427    0.0195    0.0059    0.0011    0.0001    0.0000 

    0.1789    0.2753    0.2119    0.1089    0.0389    0.0095    0.0015    0.0001 

    0.8040    1.2732    1.0394    0.5857    0.2379    0.0695    0.0143    0.0019 

    3.6489    5.9161    5.0653    3.0723    1.3830    0.4643    0.1147    0.0202 

 

  Columns 9 through 11  

 

    0.0053    0.0236    0.1073 

    0.0058    0.0270    0.1255 

    0.0041    0.0199    0.0972 

    0.0020    0.0106    0.0555 

    0.0007    0.0041    0.0240 

    0.0002    0.0012    0.0078 

    0.0000    0.0002    0.0019 

    0.0000    0.0000    0.0003 

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0002    0.0000    0.0000 
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    0.0024    0.0002    0.0000 

 

The solution a, for the polynomial coefficients: 
Η λύση a, για τους συντελεστές του πολυωνύµου: 
 
 
Columns 1 through 8  
 
   -0.0110    0.2707   -0.0466    0.0111   -0.0200    0.0073   -0.0013    0.0002 
 
  Columns 9 through 11  
 
   -0.0000    0.0000   -0.0000 
 

932
10 0000.0....0111.00466.02707.00010.0...)( xxxxxaxaaxP n

n −−+−+−=+++=
 
 

The index “sigma2” is: 
Η τιµή του σφάλµατος “sigma2”  είναι : 
 
 
  9.7431e-014 
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5.9 ΣΥΣΤΗΜΑ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ : ( ) ( ) ( )2*1*1*)1( yybya
dx

dy
−=  

 

                                                 ( ) ( ) ( )2*1*2*)2( yydyc
dx

dy
+−=  

 
 
 
Έστω x(t)  το πλήθος των λαγών σε ένα νησί µε πολύ πρασινάδα, ώστε να 

µπορούν να τρέφονται άνετα και να πολλαπλασιάζονται και y(2) το πλήθος 

των αλεπούδων που επίσης ευηµερούν όσο υπάρχουν λαγοί. 

Το βιολογικό αυτό φαινόµενο µπορεί να περιγραφεί από το (2Χ2) µη γραµµικό 

σύστηµα ∆.Ε. γνωστό και ως «πρόβληµα των ανταγωνιστικών πληθυσµών» 

που δίνεται από το παραπάνω σύστηµα 

yxbxa
dt

tdx ***)(
−=           x(t)= «θύµα» 

 

yxdxc
dt

tdy ***)(
+−=           y(t)= «θύτης» 

, όπου α, b, c, d >0 είναι σταθερές. Για να πετύχει κανείς ταλαντούµενη ( 

διακυµαινόµενη)  συµπεριφορά στο χρόνο, (λόγω της ισχυρής µη- 

γραµµικότητας του προβλήµατος ) πρέπει να κάνει (λόγω και της υψηλής 

ευαισθησίας των λύσεων από τις παραµέτρους a,b,c,d και τις αρχικές 

συνθήκες x0=x(t=t0) , y0=y(t=t0) ) προσεκτική επιλογή των σταθερών α, b, c, d 

και των αρχικών συνθηκών! 

Η σταθερά (α) είναι ανάλογη του ρυθµού µε το οποίο ο πληθυσµός του 

θύµατος αυξάνει (ευηµερεί) λόγω παρουσίας τροφής! Η σταθερά (b) είναι 

ανάλογη του ρυθµού µε τον οποίο ο πληθυσµός του θύµατος µειώνεται λόγω 

της παρουσίας του θύτη. Η σταθερά (c) είναι ανάλογη του ρυθµού που ο 

πληθυσµός του θύτη µειώνεται λόγω του ανταγωνισµού στην εύρεση τροφής, 

µεταξύ των µελών του. Τέλος η σταθερά (d) είναι ανάλογη του ρυθµού µε τον 

οποίο ο πληθυσµός του θύτη αυξάνει (ευηµερεί) λόγω της παρουσίας των 

θυµάτων. 

Αρχικές συνθήκες:  
ΕΠΙΛΟΓΗ ΓΡΑΦΙΚΗΣ        :  m   =    1       ,       χ(t) =y(1)= “θύµα” 
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ΣΤΑΘΕΡΑ                         :  6.0=a
ΣΤΑΘΕΡΑ                       :  1.0=b

ΣΤΑΘΕΡΑ                       :   05.0=c

ΣΤΑΘΕΡΑ                       :  013.0=d
ΑΡΧΙΚΟ ΣΗΜΕΙΟ                :   χ0                =  0.0             

ΤΕΛΙΚΟ ΣΗΜΕΙΟ                :   χend            =  55.0            

1Η  ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ  ΤΟΥ y     :  0.10)0( =xy         (λαγοί) 

2Η  ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ  ΤΟΥ y     :  0.4)0( =′ xy          (αλεπούδες) 

ΒΗΜΑ                                   :   (h)         =  0.05 

ΑΚΡΙΒΕΙΑ                          :  (tol)         =  0.01 

ΒΑΘΜΟΣ ΠΟΛΥΩΝΥΜΟΥ  :  MM          = 10 

ΕΛΑΧΙΣΤΗ ΤΙΜΗ                :  xmin        =  10.0 

ΜΕΓΙΣΤΗ ΤΙΜΗ                :  xmax       =  20.0 

ΒΗΜΑ ΕΠΙΛΟΓΗΣ ΣΗΜΕΙΩΝ  :  jstep       =   3 

                              
Αποτελέσµατα:  
 
In this interval there are contained the following number of points: 
Στο δοθέν διάστηµα υπάρχουν τα ακόλουθα σηµεία: 

65 
 
ΓΡΑΦΙΚΗ: 

 

The matrix A multiplying the polynomial coefficients: 
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Ο πίνακας Α που πολλαπλασιάζεται µε τον πίνακα των συντελεστών του 
πολυωνύµου: 

1.0e+025 * 
  Columns 1 through 8  
 
    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0001 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0001    0.0015 

 

  Columns 9 through 11  
 
    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0001 

    0.0000    0.0001    0.0015 

    0.0001    0.0015    0.0277 

    0.0015    0.0277    0.5250 

    0.0277    0.5250    9.9785 

 
The column b, inhomogeneous term: 
Η στήλη b του ανοµοιογενούς όρου: 

 
1.0e+012 * 

 
  Columns 1 through 8  
 
    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0001    0.0017 
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  Columns 9 through 11  
 
    0.0264    0.4213    6.9204 
 
 

The matrix A, L-U decomposed: 
Ο πίνακας Α, που έχει διασπαστεί κατά L-U: 
 

1.0e+014 * 

 
  Columns 1 through 8  
 
    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0001    0.0002    0.0001    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0007    0.0025    0.0040    0.0033    0.0015    0.0005    0.0001    0.0000 

    0.0117    0.0471    0.0828    0.0783    0.0414    0.0160    0.0036    0.0005 

    0.2061    0.8818    1.6785    1.7637    1.0631    0.4867    0.1354    0.0225 

 
  Columns 9 through 11  
 
    0.0000    0.0005    0.0094 

    0.0000    0.0003    0.0059 

    0.0000    0.0001    0.0015 

    0.0000    0.0000    0.0002 

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0002   -0.0002    0.0000 

    0.0116   -0.0099    0.3146 

 

 
The solution a, for the polynomial coefficients: 
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Η λύση a, για τους συντελεστές του πολυωνύµου: 
 
Columns 1 through 8  
 
  191.4200  -76.5388   13.9087   -1.4414    0.0892   -0.0034    0.0001   -0.0000 
 
  Columns 9 through 11  
 
    0.0000   -0.0000    0.0000 
 
 

932
10 0000.0....4414.19087.135388.764200.191...)( xxxxxaxaaxP n

n ++−+−=+++=
 
 
The index “sigma2” is: 
Η τιµή του σφάλµατος “sigma2”  είναι : 
 

1.5087e-007 
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5.10 ΣΥΣΤΗΜΑ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ : ( ) ( ) ( )2*1*1*)1( yybya
dx

dy
−=  

 

                                                 ( ) ( ) ( )2*1*2*)2( yydyc
dx

dy
+−=  

 
 
 
Αρχικές συνθήκες:  
 
ΕΠΙΛΟΓΗ ΓΡΑΦΙΚΗΣ        :  m    =    2        ,     y(t) = y(2) =  “θύτης”   
 
ΣΤΑΘΕΡΑ                         :  6.0=a
 

ΣΤΑΘΕΡΑ                       :  1.0=b

ΣΤΑΘΕΡΑ                       :   05.0=c

ΣΤΑΘΕΡΑ                       :  013.0=d
ΑΡΧΙΚΟ ΣΗΜΕΙΟ                :   χ0                =  0.0 

ΤΕΛΙΚΟ ΣΗΜΕΙΟ                :   χend            =  55,0 

1Η  ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ  ΤΟΥ y     :  0.10)0( =xy           (λαγοί) 

2Η  ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ  ΤΟΥ y     :  0.4)0( =′ xy           (αλεπούδες) 

ΒΗΜΑ                                   :   (h)         =  0.05 

ΑΚΡΙΒΕΙΑ                          :  (tol)         =  0.01 

ΒΑΘΜΟΣ ΠΟΛΥΩΝΥΜΟΥ  :  MM          = 10 

ΕΛΑΧΙΣΤΗ ΤΙΜΗ                :  xmin        =  10.0 

ΜΕΓΙΣΤΗ ΤΙΜΗ                :  xmax       =  20.0 

ΒΗΜΑ ΕΠΙΛΟΓΗΣ ΣΗΜΕΙΩΝ  :  jstep       =   3 

                              
 
Αποτελέσµατα:  
 

In this interval there are contained the following number of points: 
Στο δοθέν διάστηµα υπάρχουν τα ακόλουθα σηµεία: 
 
65 
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ΓΡΑΦΙΚΗ: 
 

 
 
The matrix A multiplying the polynomial coefficients: 
Ο πίνακας Α που πολλαπλασιάζεται µε τον πίνακα των συντελεστών του 
πολυωνύµου: 

1.0e+025 * 
 
 
  Columns 1 through 8  
 
    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0001 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0001    0.0015 
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  Columns 9 through 11  

 

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0001 

    0.0000    0.0001    0.0015 

    0.0001    0.0015    0.0277 

    0.0015    0.0277    0.5250 

    0.0277    0.5250    9.9785 
 
 

The column b, inhomogeneous term: 
Η στήλη b του ανοµοιογενούς όρου: 
 

1.0e+014 * 
 
  Columns 1 through 8  
 
    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0003 
 
  Columns 9 through 11  
 
    0.0050    0.0863    1.5050 
 
The matrix A, L-U decomposed: 
Ο πίνακας Α, που έχει διασπαστεί κατά L-U: 
 

1.0e+014 * 

  Columns 1 through 8  

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

- 73 - 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5Ο 
 
 

    0.0000    0.0001    0.0002    0.0001    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0007    0.0025    0.0040    0.0033    0.0015    0.0005    0.0001    0.0000 

    0.0117    0.0471    0.0828    0.0783    0.0414    0.0160    0.0036    0.0005 

    0.2061    0.8818    1.6785    1.7637    1.0631    0.4867    0.1354    0.0225 

 

  Columns 9 through 11  

 

    0.0000    0.0005    0.0094 

    0.0000    0.0003    0.0059 

    0.0000    0.0001    0.0015 

    0.0000    0.0000    0.0002 

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    0.0000 

    0.0002   -0.0002    0.0000 

    0.0116   -0.0099    0.3146 

 

 

The solution a, for the polynomial coefficients: 
Η λύση a, για τους συντελεστές του πολυωνύµου: 
 

Columns 1 through 8  
 
   32.5509  -17.7356    4.7932   -0.6212    0.0419   -0.0015    0.0000   -0.0000 
 
  Columns 9 through 11  
 
    0.0000   -0.0000    0.0000 
 
 

932
10 0000.0....6212.07932.47356.175509.32...)( xxxxxaxaaxP n

n ++−+−=+++=
 
 
 

The index “sigma2” is: 
Η τιµή του σφάλµατος “sigma2”  είναι : 
 

  7.7091e-009 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6ο  
 
 

ΕΠΙΛΟΓΟΣ – ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 
 

 
Στην παρούσα πτυχιακή εργασία, αντικείµενο της µελέτης µας ήταν η 

επίλυση Συνήθων ∆ιαφορικών Εξισώσεων ή Συστήµατος Συνήθων 

∆ιαφορικών Εξισώσεων και η προσέγγιση της λύσης τους µε το βέλτιστο 

πολυώνυµο, το οποίο και αναπαραστήσαµε γραφικά. 

Για την επίλυση των Σ.∆.Ε. χρησιµοποιήθηκε το λογισµικό MATLAB, 

στο οποίο υλοποιήθηκαν οι αριθµητικές µέθοδοι Runge Kutta και Runge 

Kutta-Fehlberg. Στην εξαγωγή του βέλτιστου πολυωνύµου απαραίτητη 

στάθηκε η χρήση της µεθόδου L-U decomposition. 

Μέσα από εκτενή µελέτη της συµπεριφοράς των ∆ιαφορικών 

Εξισώσεων σε συνάρτηση µε κάποιο δεδοµένο παράγοντα, διαφορετικό σε 

κάθε περίπτωση (χρόνος, βήµα, πληθυσµός µεταβλητής κ.α. ) , οδηγηθήκαµε 

σε ασφαλή συµπεράσµατα. Τα συµπεράσµατα παρουσιάζονται γραφικά για 

την πληρέστερη κατανόηση τους. 

 
 
Α) Γραφική απεικόνιση του αρµονικού ταλαντωτή µε τριβή για διαφορετικές 

τιµές συντελεστών: 

      
                  y’’+y’+5y=0                                       y’’+2y’+10y=0         

 
 
 

- 76 - 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6Ο 
 
 

                  y’’+y’+5y=0                                       y’’+2y’+10y=0         
 

 
 

 

Εµφανής είναι η διαφορά στις γραφικές παραστάσεις καθώς 

παρατηρείται µεγαλύτερη ταλάντωση στην περίπτωση της διαφορικής 

y’’+y’+5y=0 σε σύγκριση µε την διαφορική  y’’+2y’+10y=0 . 

Οι τιµές του σφάλµατος µεταβάλλονται ως εξής: 

Για την διαφορική  y’’+y’+5y=0  το σφάλµα είναι 2.6123e-006 ,το οποίο είναι 

µεγαλύτερο έναντι αυτού της διαφορικής y’’+2y’+10y=0 που είναι 3.6657e-006. 

 
 
Β) Γραφική απεικόνιση  της διαφορικής εξίσωσης  y’’-sin(x)y’+cos(x)y=0  και 

της διαφορικής εξίσωσης y’’-sin(x/2)y’+cos(x/2)y=0   

 

 

          y’’-sin(x)y’+cos(x)y=0                            y’’-sin(x/2)y’+cos(x/2)y=0   
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          y’’-sin(x)y’+cos(x)y=0                            y’’-sin(x/2)y’+cos(x/2)y=0   

 
 

Παρατηρείται ότι µε την µεταβολή της µεταβλητής sin(x) και cos(x) σε 

sin(x/2) και cos(x/2) προκαλείται µία καθυστέρηση στην γραφική µας 

παράσταση. 

 

Οι τιµές του σφάλµατος µεταβάλλονται ως εξής: 

Για y’’-sin(x)y’+cos(x)y=0 το σφάλµα είναι  6.5072e-005 ενώ για 

y’’-sin(x/2)y’+cos(x/2)y=0  το σφάλµα είναι  6.9687e-004. 

 

Επιχειρήσαµε να εξάγουµε την γραφική παράσταση της διαφορικής 

εξίσωσης y’’-sin(x/2)y’+cos(x/2)y=0  διευρύνοντας το διάστηµα στο οποίο 

θέλουµε να την αναπαραστήσουµε. 

Μεταβάλαµε τον άξονα από (0.0 , 7.0 ) σε (0.0 , 14.0) καθώς επίσης και 

το διάστηµα που εµφανίζεται το βέλτιστο πολυώνυµο από (1.0 , 6.0) σε (1.0 , 

12.0). 

Το αρχικό συµπέρασµα το οποίο εξήχθη ήταν ο πολύ µεγάλος αριθµός 

σηµείων στο δοθέν διάστηµα. Έτσι  αυξήσαµε το βήµα jstep από 3 σε 35 για 

να εµφανίσει λιγότερα σηµεία. 

Αυτό που παρατηρήθηκε είναι πως το βέλτιστο πολυώνυµο δεν 

προσεγγίζει εξίσου καλά στο διάστηµα από (1.0 , 4.0 ) όσο καλά προσεγγίζει 

στο διάστηµα (4.0 , 12.0). Η συµπεριφορά αυτή δικαιολογείται καθώς το 

σφάλµα ισούται µε την τιµή   0.0891. Τιµή η οποία κρίνεται ως πολύ µεγάλη. 

Η παραπάνω διαδικασία µας οδήγησε στο συµπέρασµα ότι οι γραφικές 

παραστάσεις  της παραπάνω διαφορικής µε αυτήν της διαφορικής εξίσωσης 
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y’’-sin(x)y’+cos(x)y=0 , πλησιάζουν πολύ στη µορφή µε διαφορετικές τιµές 

στον άξονα Χ.  

 
 

 
Γ) Γραφική απεικόνιση  της διαφορικής εξίσωσης Bessel (Τάξεως n=0) 

( ) 0222 =−+′+′′ ynxyxyx  και της διαφορικής εξίσωσης Bessel (Τάξεως n=1) 

( ) 0222 =−+′+′′ ynxyxyx  

 

                                 n=0                                                  n=1 
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Οι τιµές του σφάλµατος µεταβάλλονται ως εξής: 

Για n=0 είναι  4.6642e-014 το οποίο είναι αρκετά µικρότερο από την τιµή του 

σφάλµατος την διαφορικής εξίσωσης ( ) 0222 =−+′+′′ ynxyxyx   για n=1 που 
είναι   9.7431e-014. 
 

 
 

∆) Γραφική απεικόνιση  του συστήµατος διαφορικών εξισώσεων µη γραµµικού 
προβλήµατος των ανταγωνιστικών πληθυσµών.   
 
 

( ) ( ) ( )2*1*1*)1( yybya
dx

dy
−=  

( ) ( ) ( )2*1*2*)2( yydyc
dx

dy
+−=     για m=1 «θύµα» 

 
Για: 
        a=0.6, b=0.1, c=0.05, d=0.013              a=1.2, b=0.2, c=0.1, d=0.026 
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Παρατηρούµε ότι , µε την µεταβολή των τιµών των συντελεστών a , b, 

c, d η µορφή των γραφικών παραστάσεων έχει αλλάξει ριζικά. Υπάρχει µία 

επανάληψη της αρχικής γραφικής παράστασης. 

Συµπεραίνουµε ότι η διαφορική είναι επιρρεπής στις ταλαντώσεις, κάτι 

το οποίο θεωρείται απόλυτα λογικό αφού πρόκειται για ένα µη γραµµικό 

πρόβληµα και οποιαδήποτε µεταβολή σε κάποιον συντελεστή επιφέρει 

έντονες αλλαγές στο σύστηµα. Αν θεωρήσουµε ότι πρόκειται για ένα σύστηµα 

θύµατος και θύτη τότε εύκολα αντιλαµβανόµαστε ότι η παραµικρή αλλαγή 

στον αριθµό των θυτών προκαλεί αλλαγή είτε στον πληθυσµό των θυµάτων 

είτε στην συµπεριφορά τους. Το ίδιο ισχύει και στην περίπτωση που 

µεταβληθεί ο πληθυσµός των θυµάτων.  

Αν θεωρήσουµε ότι  η διαφορική εξίσωση  ( ) ( ) ( )2*1*2*)2( yydyc
dx

dy
+−=  

αντιστοιχεί στους θύτες τότε η παρακάτω γραφική παρουσιάζει µε ιδιαίτερη 

σαφήνεια την αλλαγή στην συµπεριφορά των «θυτών» ανάλογα µε τις 

µεταβολές στο εξωτερικό περιβάλλον που στην συγκεκριµένη περίπτωση το 

περιβάλλον ορίζεται από τους συντελεστές a, b, c, d.   

 
( ) ( ) ( )2*1*1*)1( yybya

dx
dy

−=  

( ) ( ) ( )2*1*2*)2( yydyc
dx

dy
+−=   για m=2 «θύτης» 

 
Για: 
       a=0.6, b=0.1, c=0.05, d=0.013              a=1.2, b=0.2, c=0.1, d=0.026 
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     a=0.6, b=0.1, c=0.05, d=0.013              a=1.2, b=0.2, c=0.1, d=0.026 

 

 
 
 
 

Κλείνοντας θα µπορούσαµε να πούµε πως µε την παρούσα πτυχιακή 

εργασία δείξαµε πώς µπορεί να µελετηθεί η συµπεριφορά µιας συνήθους 

διαφορικής εξίσωσης ή ενός συστήµατος συνήθων διαφορικών εξισώσεων σε 

συνάρτηση µε κάποιον παράγοντα ο οποίος µεταβάλλεται. Συγκεκριµένα 

µπορούµε να παρατηρήσουµε τις µεταβολές που επέρχονται µε την πάροδο 

του χρόνου για παράδειγµα σε µια διαφορική εξίσωση και στη γραφική τους 

απεικόνιση. 

Η γραφική απεικόνιση επιτυγχάνεται εύκολα καθώς προσοµοιώνουµε 

την λύση της διαφορικής µε ένα πολυώνυµο και µάλιστα το βέλτιστο, που έχει 

βρεθεί µε την χρήση των µεθόδων Runge-Kutta και Runge-Kutta Feihleberg. 
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